Forelesning 2 — torsdag den 21. august

1.5 Flere eksempler pa bevis ved induksjon

Proposisjon 1.5.1. La n vare et naturlig tall. Da er
142444420 =2" 1

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet
at 1 = 2! — 1. Siden
2l —1=2-1=1

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist for et gitt heltall m stgrre enn eller likt 1.
Saledes har det blitt bevist at

14244+ 42m L =9m_ 1,
Da er

1+244+--42mLpom—(om_1)42m

Dermed er proposisjonen sann for det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall. O

Eksempel 1.5.2. Nar n = 2, fastslar Proposisjon at
1+2=22-1=4-1=3.
Eksempel 1.5.3. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
14+244=2"-1=8-1=T.
Eksempel 1.5.4. Nar n = 6, fastslar Proposisjon at
1+2+--+32=20-1=64—1=63.
Eksempel 1.5.5. Nar n = 57, fastslar Proposisjon at

1424 +2% =25 _ 1 =144115188075855872 — 1 = 144115188075855871.



Merknad 1.5.6. Den viktigste delen av beviset for Proposisjon er ligningen
14244442 Lpom—(2m_1)42m
Det er her vi benytter antakelsen at
142444 42m=0m_ 1
De andre linjene er bare algebraiske manipulasjoner.

Proposisjon 1.5.7. La n veere et naturlig tall. Da er

1+4+9+”_+n2:n(n+1)(2n+1)
G :

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet
at
1-(141)-((2-1)+1)

5 :

1=

Siden
1-(1+1)-((2-1)+1) _ 123 6,
6 6 6

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist for et gitt heltall m stgrre enn eller likt 1.
Saledes har det blitt bevist at

1_1_44_94_“‘_1_7%2:m(m—i—l)(2m+1)
G :

Da er

o _ m(m+1)(2m + 1)
m(m + 1()3(2m +1) +6(m+1)2
(m+1)- (m(2n61 +1)+6(m+1))
(m+1)-(2m? +67m +6)

(m+1)- ((rs+2) -(2m +3))
(m+1)- ((m—|6-1)+1) : (2(m+1)+1)‘
6

1+4494-+m?+(m+1) + (m+1)°

Dermed er proposisjonen sann for det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall. O



1.5 Flere eksempler pa bevis ved induksjon

Eksempel 1.5.8. Nar n = 2, fastslar Proposisjon [1.5.7] at

2-3-5 30
1+4= = — =0.
+ 2 6
Eksempel 1.5.9. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
3-4-7 84
1+4+9= = — = 14.
+ 4+ 6 6
Eksempel 1.5.10. Nar n = 6, fastslar Proposisjon [1.5.7] at
6-7-13 546
1+4+...+36:76 :?:91.

Eksempel 1.5.11. Nar n = 57, fastslar Proposisjon [1.5.7] at

57-58-115 380190
6 6

Merknad 1.5.12. Den viktigste delen av beviset for Proposisjon [1.5.7] er ligningen

1+4+---43249 = = 63365.

2 _ m(m+1)(2m + 1)

c + (m +1)2.

14+44+94+ - +m?>+(m+1)

Det er her vi benytter antakelsen at

1+4+9+-~-+m2:m(m+1)(2m+1)
G :

De andre linjene er bare algebraiske manipulasjoner.

Merknad 1.5.13. Alle proposisjonene vi har sett sa langt er sanne for alle naturlige
tall, altsa alle heltall storre enn eller like 1. Derfor begynte bevisene ved induksjon for
alle disse proposisjonene med & sjekke om utsagnene er sanne nar n = 1.

Neste skal vi bevise ved induksjon en proposisjon som er sann for alle naturlige tall
stgrre enn eller like 2. Derfor skal vi begynne beviset med a sjekke om proposisjonen er
sann nar n = 2.

Husk at induksjon kan brukes for & bevise en proposisjon for alle naturlige tall stgrre
enn eller like et hvilket som helst gitt heltall.

Proposisjon 1.5.14. La n veere et naturlig tall som er stgrre enn eller likt 2. Da er
n?>n+1.

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 2. I dette tilfellet er utsagnet
at
22>2+1.

Siden 22 = 4 og 2 + 1 = 3, er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist for et gitt heltall m stgrre enn eller likt 2.
Saledes har det blitt bevist at
m? >m + 1.

Vi gjor folgende observasjoner.



(1) Vi har:

(m+1)?=(m+1)-(m+1)
=m?+2m+ 1.

(2) Siden m > 0, er 2m > 0. Derfor er

m2+2m+1>m?+ 1.

(3) Fra antakelsen at
m? > m + 1,

fglger det at
m?+1>(m+1)+1.

Fra (1) — (3) deduserer vi at
(m4+1)? > (m+1)+ 1.

Saledes er proposisjonen sann for det naturlige tallet m + 1.

Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall stgrre enn
eller like 2. O

Eksempel 1.5.15. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
9> 4.
Eksempel 1.5.16. Nar n = 4, fastslar Proposisjon at
16 > 5.
Eksempel 1.5.17. Nar n = 57, fastslar Proposisjon at
3249 > 58.
Merknad 1.5.18. Observasjon (3), hvor vi benytter antakelsen at
m? >m+ 1,

er den viktigste delen av beviset for Proposisjon



1.6 Summetegnet

1.6 Summetegnet

Notasjon 1.6.1. La k og [ veere heltall. For hvert heltall ¢ slik at £ <1 <, la z; veere
et heltall. Noen ganger skriver vi summen

2+ 2p1+ -+ 2

som
l
Z Zi.
i=k
Terminologi 1.6.2. Symbolet ) kalles summetegn.
Eksempel 1.6.3. La n vere et naturlig tall. Summen

1+2+4---+mn,
som vi tok for oss i Proposisjon kan skrives

n
S
i=1
Eksempel 1.6.4. La m vere et naturlig tall. Summen

14+24---+m,
som vi ogsa tok for oss i Proposisjon kan skrives

m

i.
i=1
Eksempel 1.6.5. La m veere et naturlig tall. Summen

1424+ (m+1),

som vi igjen tok for oss i Proposisjon kan skrives
m+1
> i
i=1
Eksempel 1.6.6. La n veere et naturlig tall. Summen
1+2+4+- 2771

som vi tok for oss i Proposisjon kan skrives

n
Z oi—1
i=1
Den kan ogsa skrives

n—1
D 2l
i=0



Eksempel 1.6.7. La m veere et naturlig tall. Summen
14+24+4+- +2m7 1

som vi ogsa tok for oss i Proposisjon kan skrives

m
211,

Den kan ogsa skrives

Eksempel 1.6.8. La m vere et naturlig tall. Summen
1+244+---42™,

som vi igjen tok for oss i Proposisjon kan skrives

m—+1

211,

Den kan ogsa skrives

Eksempel 1.6.9. La n vere et naturlig tall. Summen

1+4+9+-+n?

som vi tok for oss i Proposisjon kan skrives

n
S
i=1
Eksempel 1.6.10. La m vere et naturlig tall. Summen

1+4+9+4-+m?

som vi ogsa tok for oss i Proposisjon kan skrives

m

i2.

i=1



1.7 Et eksempel til pa bevis ved induksjon

Eksempel 1.6.11. La m veere et naturlig tall. Summen
1+4+94-+ (m+1)7

som vi igjen tok for oss i Proposisjon kan skrives

m+1

§ i
=1

Eksempel 1.6.12. La n og k veere naturlige tall. I den neste delen av kapittelet skal vi
jobbe med summer som ligner pa

(Ix2x-xk)+(2x3x-x(k+1)+-+(nxn+1)x - x(n+k—1)).

Denne summen kan skrives
n
D i (i 1) xx (i k= 1)
i=1

Eksempel 1.6.13. La m og k veere naturlige tall. Summen
(Ix2x-xk)+(2x3x--x(k+1)+-+(mx(m+1)x--x(m+k—1))

kan skrives

iix(i+l)x---x(i+k¢—l).
i=1

Eksempel 1.6.14. La m og k veere naturlige tall. Summen
(Ix2x-xk)+(2x3x-x(k+1)+-+((m+1)x (m+2) XX (m+k))
kan skrives

m+1
Zix(i—i—l)x---x(i—i—k—l).
i=1

1.7 Et eksempel til pa bevis ved induksjon

Proposisjon 1.7.1. La n og k veere naturlige tall. Da er

n

Six (it xx (itk—1)=
i=1

nxn+1)x---x(n+k)
k+1

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet

at
Ix(14+1)x---x(1+k)

E+1

I1x2x---xk=



Siden

Ix(I+1)x---x(1+k) 1x2x---x(k+1)
k+1 B k+1
=1x2x---xk

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m. Saledes har
det blitt bevist at

m(m+1)...(m+ k)
E+1

Da er

m+1
Zix(i+1)x---x(i~l—kz—1)
i=1

= (iix(i—i—l)x---x(i—i—k‘—l)) +(m+1)x(m+2)x...(m+k)
i=1

:mx(m—l_l?;:lux(m+k)+(m+1)><(m+2)><---><(m+k:)
(mx(m+1)x--x(m+k)+ ((k+1)x (m+1)x (m+2)x--x (m+k))
k+1
(m+1)x - x (m+k))(m+(k+1))
kot 1
(m+1)x(m+2)x---x(m+k+1)

kE+1

Dermed er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall n og alle
naturlige tall k. 0

Eksempel 1.7.2. Nar n = 2 og k = 3, fastslar Proposisjon [1.7.1] at

2><3><4><5_120_

1x2x34+2x3x4=
X2x3+2x3x 1 1

30.

Eksempel 1.7.3. Nar n = 2 og k = 4, fastslar Proposisjon [[.7.1] at

2 4 2
I1x2x3x44+2x3x4x5= X3X5X5X6:%£:1M.

Eksempel 1.7.4. Nar n = 2 og k = 6, fastslar Proposisjon [[.7.1] at

_2><3><...8_40320

I1X2X-+X6+2%xXx3%x---XT7 - = = 5760.




1.7 Et eksempel til pa bevis ved induksjon

Eksempel 1.7.5. Nar n = 3 og k = 2, fastslar Proposisjon [1.7.1] at

3><4><5_@_
3 3

Eksempel 1.7.6. Nar n = 3 og k = 3, fastslar Proposisjon [1.7.1] at

1x2+2x3+3x4= 20.

3><4><5><6_@_

1x2x34+2x3x44+3x4x5= 1 1 90.
Eksempel 1.7.7. Nar n = 3 og k = 6, fastslar Proposisjon [I.7.1] at
4%---X9
1><2><~--><6—|—2><3><---><7—|—3><4><-~-><8:3X#
181440
7
= 25920.
Eksempel 1.7.8. Nar n = 4 og k = 2, fastslar Proposisjon [1.7.1] at
4x5x6 120
1x2+2x3+3x4+4x5:—i§if:7;:40
Eksempel 1.7.9. Nar n = 4 og k = 3, fastslar Proposisjon [1.7.1] at
4 7
1x2x3+2x3x4+3x4x5+4x5x6:4522§5—
_ 810
4
= 210.
Eksempel 1.7.10. Nar n = 4 og k = 6, fastslar Proposisjon [1.7.1] at
4x5x%x---x10
IX2X+ - Xx64+2X3Xx--XT7T4+3x4X---Xx84+4Xx5X---x9= a X7 s
604800
T
= 86400.

Eksempel 1.7.11. Nar n = 6 og k = 2, fastslar Proposisjon [I.7.1] at
6x7x8 336

1><2%—2><3-|-...+6><7:f 7:112'
Eksempel 1.7.12. Nar n = 6 og k = 3, fastslar Proposisjon [L.7.1] at
6x7Tx8x9
1><2><3+2><3><4+---~|-6><7><8:XZ—><
3024
4
= 756.



Eksempel 1.7.13. Nar n = 6 og k = 6, fastslar Proposisjon [1.7.1] at

% 12
1><2><~--><6—|—2><3><---><7—|—---+6><7><---><11:6X7X7 x

3991680
T
= 570240.

Merknad 1.7.14. Ligningen

(iix(i+1)x~--x(i+k—l)>+(m+1)x(m+2)x...(m+k)

- mx(m+1)x---x (m+k)
B k+1

+(m+1)x(m+2)x---x(m+k)

er den viktigste delen av beviset for Proposisjon [I.7.1] Det er her vi benytter antakelsen

at
m

D ix(i+1)x-x(ithk—1)=
i=1
Merknad 1.7.15. Proposisjon [[.7.] for tilfellet £ = 1 er det samme som Proposisjon
Beviset pa Proposisjon [I.7.1] generaliserer beviset for Proposisjon [1.4.5]

mx(m+1)x---x (m+k)
k+1

Merknad 1.7.16. Proposisjon [1.7.1] gjelder to variabler n og k, og bevis ved induksjon
i slike tilfeller kan til & begynne med se litt forvirrende ut. La oss derfor se pa logikken
bak beviset for Proposisjon [1.7.1

Da vi sjekket om Proposisjon [1.7.1] er sann nar n = 1, var k et hvilket som helst
naturlig tall. Da vi deretter antok at Proposisjon [[.7.1] er sann nar n er et gitt naturlig
tall m, og viste at den da er sann nar n = m+ 1, var k ogsa et hvilket som helst naturlig
tall.

Dermed kan vi se pa beviset for Proposisjon pa folgende mate. Fgrst velger vi et
naturlig tall k: la for eksempel k veere 5. Da blir utsagnet:

Zi'(i+1) ..... (Z,+4):n(n+1).6..(n+5)‘

Sa beviser vi at dette er sant, ved a erstatte k med 5 i beviset for Proposisjon [I.7.1
Forst sjekker vi om utsagnet er sant nar n = 1. Vi méa altsa sjekke om

1-(1+1)-----
1.9.....5- 10+ (1+5)
6
Siden
1-(1+1)----- (1+5) 1-2 6
6 - 6
=1-2-.... 5

10



1.7 Et eksempel til pa bevis ved induksjon

er dette sant.
Anta na at det har blitt beviset at utsagnet er sant nar n er et gitt naturlig tall m.
Saledes har det blitt bevist at

Zi-(i—i—l) ..... <i+4):m(m+1)é..(m+5).

i=1
Da er
m+1
D (i) (i+4)
=1
:(iz (i+1)----- (z+4)>+(m—|—1)-(m+2)-...(m+5)
i=1
:m(m+1)é..(m+5) F(m+1)-(m+2)- (m+5)
_m(m+1)---(m+5)+6-(m+1)-(m+2)----- (m+5)
6
_ (m+1)---(m+5))(m+6)
6
:(m+1)-(m+2) ----- (m +6)
G .

Dermed er utsagnet sant nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant nar n er et hvilket som helst naturlig
tall.

Merknad 1.7.17. I prinsippet kan vi bytte om rollene til n og k i beviset for Proposisjon
1.7.1] Det vil si at vi i teorien kan gjgre folgende:

(1) Sjekke om Proposisjon er sann nar k = 1, og nar n er et hvilket som helst
naturlig tall.

(2) Anta sa at Proposisjon er sann nar k er et gitt naturlig tall m, og nar n er
et hvilket som helst naturlig tall, og vis at den da er sann nar k = m + 1, og nar n
igjen er et hvilket som helst naturlig tall.

Terminologi 1.7.18. Nar vi beviser ved induksjon en proposisjon om heltall som in-
volver to eller flere variabler, spiller alltid én variabel den rollen som n har i beviset for
Proposisjon [I.7.1] og som k har i tilnsermingsmetoden beskrevet i Merknad La
oss anta at denne spesielle variabelen betegnes ¢t. Da sier vi at proposisjonen har blitt
bevist ved induksjon pa t.

Eksempel 1.7.19. Vi sier at beviset vi ga for Proposisjon [[.7.1] er ved induksjon pa n.
Hadde vi et bevis for Proposisjon med tilnsermingsmetoden beskrevet i Merknad
[I.7.17] ville vi si at det er et bevis ved induksjon pa k.

11






Oppgaver

01.1 Oppgaver i eksamens stil
Oppgave O1.1.1. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. Bevis at 2n > n + 1.
Oppgave 01.1.2. La n veere et naturlig tall. Bevis at
14+34+5+...+(2n—1)=n
Oppgave 01.1.3. La n veere et naturlig tall. Bevis at
Zn:i3 _ <n(n—|— 1)>2
i=1 2 .
Oppgave O1.1.4. La x og n veere naturlige tall. Bevis at

(14+2)" > 1+ nax.

01.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta forelesningen

Oppgave 01.2.4. Hva fastslar Proposisjon nar n = 47

Oppgave 01.2.5. Gjor det samme som i Merknad [1.4.11] for Proposisjon Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Merknad ser ut for Proposisjon

Oppgave 01.2.6. Hva fastslar Proposisjon nar n = 47

Oppgave 01.2.7. Gjor det samme som i Merknad [I.4.11] for Proposisjon Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Merknad ser ut for Proposisjon [I.5.7]

Oppgave 01.2.8. Hva fastslar Proposisjon [1.5.14| nar n = 57

Oppgave 01.2.9. Gjgr det samme som i Merknad [1.4.11| for Proposisjon [1.5.14] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Bemarking ser ut for Proposisjon [1.5.14]

Oppgave 01.2.10. Skriv fglgende summene ved a bruke summetegnet.
(1) -9-6-3+0+34+64+9+ 12 + 15,

(2) 1+54+9+13+ ...+ 53.

13



Oppgave 01.2.11. Skriv summene

og

7

(3" +1)
=0
uten & bruke summetegnet.

Oppgave 01.2.12. Hva fastslar Proposisjon [[.7.]] nar n = 5 og k = 3?7 Hva fastslar
den nar n =5 og k = 57

Oppgave 01.2.13. Skriv utsagnet i Proposisjon nar k = 3 uten a bruke summe-
tegnet. Skriv sa et bevis for dette utsagnet ved & erstatte k med 3 i beviset for Proposisjon
uten & bruke summetegnet. Tips: Se pa Merknad
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