Forelesning 3 — mandag den 25. august

Merknad 1.7.1. For & bevise en proposisjon om heltall som involverer to eller flere
variabler, er det typisk mye lettere a benytte induksjon pa en av variablene enn induk-
sjon pa noen av de andre. Det er for eksempel ikke lett & bevise Proposisjon ved
induksjon pa k, altsa med tilneermingsmetoden beskrevet i Merknad [I.7.17]

1.8 Fakultet

Definisjon 1.8.1. La n vere et naturlig tall. Da er n fakultet produktet
Ix2x---x(n—1)xn.

I tillegg definerer vi 0 fakultet til & veere 1.

Notasjon 1.8.2. La n vere et heltall slik at n > 0. Vi betegner n fakultet som <n!>.

Eksempel 1.8.3. Vi har: 1! = 1.

Eksempel 1.8.4. Siden 1 x 2 =2, er 2! = 2.

Eksempel 1.8.5. Siden 1 x 2 x 3 =6, er 3! = 6.

Eksempel 1.8.6. Siden 1 x 2 x 3 x 4 =24 er 4! = 24.

1.9 Binomialkoeffisienter og binomialteoremet
Merknad 1.9.1. Fra skolen kjenner du til ligningen
(z+1y)? = 2% 4 2zy + 1>

Na skal vi se pa en tilsvarende ligning for (x +y)", hvor n er et hvilket som helst naturlig
tall. Forst ma vi gjore noen forberedelser.

Definisjon 1.9.2. La n veere et naturlig tall, og la k veere et heltall slik at 0 < k < n.
Da er binomialkoeffisienten av n og k broken

n!

k- (n—k)!

Notasjon 1.9.3. Vi betegner binomialkoeffisienten av n og k& som

(&)



Merknad 1.9.4. Symbolet (Z) leses (temmelig ugrammatisk!) som <n velg k>. Dette
kommer av at det kan bevises at (z) er antall muligheter for & velge ut k ting fra n ting.
Pa grunn av denne tolkningen blir binomialkoeffisientene brukt mye i et omrade innen
matematikken som kalles kombinatorikk.

Eksempel 1.9.5. Vi har:

Eksempel 1.9.6. Vi har:

Merknad 1.9.7. Bevisene av de fglgende proposisjonene er enkle utregniner, og induk-
sjon behgves ikke.

Proposisjon 1.9.8. La n veere et naturlig tall. Da er (g) =1

Bevis. Vi regner som fglger:




1.9 Binomialkoeffisienter og binomialteoremet

Proposisjon 1.9.9. La n veere et naturlig tall. Da er (711) =n.

Bevis. Vi regner som folger:

() =mam

O]

Proposisjon 1.9.10. La n veere et naturlig tall, og la k veere et heltall slik at 0 < k& < n.
Daer (i) = ("))

Bevis. Vi regner som fglger:

Korollar 1.9.11. La n veere et naturlig tall. Da er (Z) =1.

Bevis. Pa grunn av Proposisjon er (Z) = (g) Pa grunn av Proposisjon er

(7) = 1. Séledes konkluderer vi at (") = 1. -

Korollar 1.9.12. La n vere et naturlig tall. Da er ( " ) =n.

n—1
Bevis. Ut ifra Proposisjon er (,",) = (}). Ut ifra Proposisjon er (1) =n
Saledes konkluderer vi at (nﬁl) =n. O

Eksempel 1.9.13. Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjon er ((2))
(2) Ut ifra Proposisjon er @) =2.

1.



(3) Ut ifra Korollar er (;) =1

Dermed har vi regnet ut (Z) for alle mulige verdier av k.
Eksempel 1.9.14. Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjoner (3) =1.

(2) Ut ifra Korollar er @) =1

(3) Ut ifra Proposisjon er (i’) =3.

(4) Fra (3) og Korollar folger det at (;) =3.
Dermed har vi regnet ut (i) for alle mulige verdier av k.
Eksempel 1.9.15. Vi gjgr folgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjon er (é) =1.

(2) Ut ifra Korollar er (i) =1.

(3) Ut ifra Proposisjon er (‘11) =4.

(4) Fra (3) og Korollar folger det at (é) =4.

(5) Fra Eksempel har vi: (;l) = 6.

Dermed har vi regnet ut (2) for alle mulige verdier av k.
Eksempel 1.9.16. Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjoner (8) =1.

(2) Ut ifra Korollar er (g) =1

(3) Ut ifra Proposisjon er (?) =5.

(4) Fra (3) og Korollar folger det at (Z) =5.

(5) Fra Eksempel har vi: (g’) = 10.

(6) Fra (5) og Proposisjon folger det at (g) = 10.
Dermed har vi regnet ut (2) for alle mulige verdier av k.

Merknad 1.9.17. I alle eksemplene vi har tatt for oss sa langt, var (Z) er et naturlig

tall. Vi skal snart bevise at dette er tilfelle for hvilke som helst n og k.



1.9 Binomialkoeffisienter og binomialteoremet
Proposisjon 1.9.18. La n og k veere naturlige tall. Da er
n n n+1
() ()= (%)
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra definisjonen av (}) og (,",) i Definisjon m er

(Z>+<ki0::M(ZLMV+%—1M(Z—k+DY

(2) Siden k!l =(k—1)!-kog(n—k+1)!=Mn—-Fk)!- (n—k+1),er

n! n! _(n—k+1)-nl+k-n!
E-(n—k)! (k=1 (n—k+1)! El-(n—k+1)!
nl-(n—k+1+k)
E'-(n+1—k)!
~onl-(n+1)
Sk (n+1-k)

(3) Siden (n+1)!=n!-(n+1),er

nl-(n+1) (n+1)!
El-(n+1—k)! k-(n+1-Fk)!

(4) Ut ifra definisjonen av (":1) i Definisjon er

<n—|—1> B (n+1)!

k) kK-(n+l—k)l

Fra (1) — (4) konkluderer vi at
n n n _(n+1
k k—1) k)
Eksempel 1.9.19. Nar n = 3 og k = 1, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
3 N 3\ (4
1 0) \1)’

3+1=4.

altsa at



Eksempel 1.9.20. Nar n = 3 og k = 2, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
3 n 3\ (4
2 1) \2)

3+3=6.

altsa at

Eksempel 1.9.21. Nar n = 3 og k = 3, fastslar Proposisjon at
3\, (3) _ (4
3 2)  \3)’

1+3=4.

altsa at

Eksempel 1.9.22. Nar n =5 og k = 1, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
5 n 5\ (6
1 o/ \1)’
6
5+1= .
1= ()
Eksempel 1.9.23. Nar n = 5 og k = 2, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
5 n 5\ (6
2 1) \2)
6
10+5= .
5= ()
Eksempel 1.9.24. Nar n = 5 og k = 3, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
5 N 5\ (6
3 2)  \3)’
6
10+ 10 = .
0= (3)

altsa at

Vi deduserer at (?) = 0.

altsa at

Vi deduserer at (g) = 15.

altsa at

Vi deduserer at (g) = 20.



1.9 Binomialkoeffisienter og binomialteoremet

Eksempel 1.9.25. Nar n = 5 og k = 4, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
5 n 5\ (6
4 3)  \4)’
6
5410 = :
Y
Eksempel 1.9.26. Nar n =5 og k = 5, fastslar Proposisjon [1.9.18] at
5 N 5\ (6
5 4)  \5)’
6
14+5= .
1= ()

Merknad 1.9.27. La oss sette opp binomialkoeffisientene péa fglgende mate. Det k-te

tallet fra venstre, ved a telle k fra 0 til n, i den n-te raden fra toppen, ved a telle n fra

1, er binomialkoeffisienten (Z) For eksempel er det andre tallet fra venstre (ved a telle

altsa at

Vi deduserer at (2) = 15.

altsa at

Vi deduserer at (g) = 6.

fra 0) i den fjerde raden fra toppen 6, som er binomialkoeffisienten (;1)

Proposisjonen sier at nar vi legger sammen to tall i en rad, far vi tallet mellom
dem i den neste raden. For eksempel nar vi legger sammen tallene 4 og 6 i den fjerde
raden, far vi 10, som star mellom 4 og 6 i den femte raden.

Terminologi 1.9.28. Oppsettet av tallene i Merknad kalles for Pascals trekant.

Proposisjon 1.9.29. La n vaere et naturlig tall, og la k veere et heltall slik at 0 < k& < n.
Da er (}) et naturlig tall.

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet
at (}C) er et naturlig tall for hvert heltall £ slik at 0 < k < 1, altsa nar k = 0 og nar k = 1.
Ut ifra Proposisjoner det sant at ((1]) er et naturlig tall, og ut ifra Proposisjonm
er det sant at (i) er et naturlig tall.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m. Saledes har
det blitt bevist at (7:) er et naturlig tall for alle heltallene k slik at 0 < k < m. Vi gjor

felgende observasjoner.



(1) Ut ifra Proposisjon er (m(—)i—l) et naturlig tall.

(2) La k veere et naturlig tall. Fra antakelsen at (Z‘) er et naturlig tall for alle heltallene

kslik at 0 < k <m, er () og (,”,) naturlige tall. Derfor er

(1) (")

et naturlig tall. Ut ifra Proposisjon [1.9.18| vet vi dessuten at

("= ()

Vi deduserer at (m,jl) er et naturlig tall.

(3) Ut ifra Korollar [1.9.11fer (%i%) et naturlig tall.

Dermed er (m,jl) et naturlig tall for alle naturlige tall k slik at 0 < k < m 4+ 1. Saledes
er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst

naturlig tall.
O

Proposisjon 1.9.30. La x og y veere tall. La n veaere et heltall slik at n > 0. Da er
" /n
n o__ n—i, i
(x +vy) —Z <Z>:r: y'.
1=0
Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 0. I dette tilfellet er utsagnet
at
°L /0
0 _ 0—i, i
(x +vy) —; <Z)m '

Siden (z +y)° =1 og

|
N\
o
N~
8
T
(==}
<
[en}
|
(-
8
(e}
<
[en}
|
“}—‘

0
<0> wOfi yi
- (3
=0

7

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m. Saledes har

det blitt bevist at
m .
m o _ mfzbz.
oy =3 (")

Vi gjor folgende observasjoner.



1.9 Binomialkoeffisienter og binomialteoremet
(1) Vi har:

@+ =(z+y)" (z+y)

(2) Vi har:

B - (B0 )

)

(3) Ut ifra Proposisjon er (') = 1. Derfor er

my m+1-0,0 — (m m41—i i | _ ,.m+1 o (m m+1—i, 4
(O>m y+<;<l)x y>_m’ +<;<l>m y).



(6) Vi har:

=1

= gml ( (iT_’ll)>xm+1—yyi> 4y
=1

(7) Ut ifra Proposisjon [1.9.18] er

(7)== (")

for alle heltall 7 slik at 1 < 4 < m. Vi deduserer at

m(i«m ()

\_/

" fm+ 1
Z m+1 zyz> +ym+1.

Vi deduserer fra (1) —

1 .
($+y)m+l — l,m—i—l + (Z (mj' )xm—l-l—zyz) _’_ym-l-l.

i=1

Na gjgr vi fglgende observasjoner.

(1) Vi har:

+1
mz <m+ 1)xm+l—iyi

- (3
=0

m+1\ 1100 ~(mATN m+1\ 1 (me1), mi1
( 0 >x y + Z ; x Y|+ ma 1 x Y

i=1

(o>$+zi$ V)T \m1)?

=1

(2) Ut ifra Proposisjon er (m0+1) = 1. Ut ifra Korollar er (mH) = 1.

m+1
Derfor er

m+1\ 41 (A m+ 1Y i
<o>$+zz~x VI )Y

=1

m
m—+1 m+ 1 m+1—1i z m+1
x + (Z < ; > +y

i=1

10



1.9 Binomialkoeffisienter og binomialteoremet

Vi deduserer fra (1) — (2) at
m—+1 m
m—+1 i m++1 L
Z ( . >xm+1 zyz :iL‘m+1 + <Z< . >$m+1 zyz> _'_ym-i-l.
i=0 i=1
For & oppsummere beviset sa langt, har vi fastslatt at
" /m+1 -
(x + y)m+1 — merl + (Z ( . )$m+lzyz> + ym+1
i=1
og at
m m+1
1 o 1 o
merl + <Z <mj_ >Im+lzyz> + ym+1 — Z <m:_ >Im+1zyz.
; i=0

Vi deduserer at

(z+ )™ = mi:l (m N 1) gy
i=0 !
Dermed er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst
naturlig tall.
O

Eksempel 1.9.31. Nar n = 2, fastslar Proposisjon at
(z+y)* = 2® + 22y + 47,
som forventet.
Eksempel 1.9.32. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
(z +y)® = 2° + 32%y + 3z% + o>
Eksempel 1.9.33. Nar n = 4, fastslar Proposisjon at
(z +y)* = 2t + 423y + 62%% + 4o + y.
Merknad 1.9.34. Proposisjon kalles noen ganger binomialteoremet.
Merknad 1.9.35. Den viktigste delen av beviset for Proposisjon er ligningen
" m o
m — m—i i |,
(@ +y)" - (z +y) (go (Z)ar y) (2 +).
Det er her vi benytter antakelsen at
m m .o
(x+y)™ = ; < ; )am_zbl.

(2

11



Merknad 1.9.36. Til & begynne med kan manipulasjoner med summetegn som i beviset
for Proposisjon [1.9.30] se litt forvirrende ut. I sa fall skriv alle summene uten a bruke
summetegnet. Skriv for eksempel

Som

n 2™y0 + n 2Lyl n 2lynl n 20",
0 1 n—1 n

12



Oppgaver

01.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave 01.1.5. Bevis at begge utsagnene nedenfor er gale:
(1) For alle naturlige tall m og n er (mn)! = m!-nl.
(2) For alle naturlige tall m og n er (m +n)! = m! + nl.

Oppgave 01.1.6. La n vezre et naturlig tall slik at n > 4. Bevis at n! > n?. Tips:
Benytt Proposisjon [1.5.14]i beviset.

Oppgave 01.1.7. La n, k, og [ veere heltall slik at n > k > 1 > 0. Bevis at

n E\ (n n—1

k 1)\ k—1)
Tips: Induksjon behgves ikke! Pa hver side av ligningen, erstatt binomnialkoeffisientene
med deres definisjonene, og vis at begge sidene blir like.

Oppgave 01.1.8. La n veere et naturlig tall.

(1) Bevis at

2n — 1)(2n + 1
1243245 g (20— )2 = 2 3)("+ ),

(2) Deduser at
2 1
12432 4+5%4+... +(2n—1)2= ( "; )

Oppgave 01.1.9. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. Bevis at

>()-("3")

Tips: Benytt Proposisjon [1.9.18]i beviset.

13



01.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta forelesningen

Oppgave 01.2.14. Regn ut fglgende tall.
(1) 5!
(2) 6!

Oppgave 01.2.15. Regn ut (Z) for alle heltallene k slik at 0 < k£ < 7, uten a benytte
Proposisjon [1.9.18

Oppgave 01.2.16. Regn ut (Z) for alle heltallene k slik at 0 < k < 7, uten a benytte
Proposisjon [1.9.18

Oppgave 01.2.17. Regn ut (2) for alle heltall & slik at 0 < k < 7, ved a benytte

Proposisjon [1.9.18| og til Oppgave [01.2.16]

Oppgave 01.2.18. Gjgr det samme som i Merknad [1.4.11] for Proposisjon [1.9.29] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Merknad ser ut for Proposisjon [1.9.29

Oppgave 01.2.19. Hva fastslar Proposisjon [1.9.30| nar n = 57

Oppgave 01.2.20. Skriv utsagnet i Proposisjon [1.9.30| nar n = 4 uten a bruke sum-
metegnet. Skriv sa beviset for dette utsagnet uten a bruke summetegnet, ved a ertsatte
m med 3 i beviset for Proposisjon [1.9.30] Tips: Se Merknad [1.9.36

Oppgave 01.2.21. La n veere et naturlig tall. Ved a la x veere 1 og y veere 1 i Propo-

sisjon [1.9.30} bevis at
n n n
=2".

Oppgave 01.2.22. La n veare et naturlig tall. Fglgende ligning kan ogsa deduseres fra

Proposisjon [1.9.30
n n n
— (=D = 0.

Hvilke heltall bgr vi la x og y veere?
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