Forelesning 5 — mandag den 1. september

1.11 Fibonnacitall — forts.
Proposisjon 1.11.6. La n veere et naturlig tall. Da er
up +ug + -+ Up = Upgo — L

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet

at
up = uy42 — L.

Siden u; =1 og
U1+2—1ZU3—1:2—1=1,

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m. Saledes har

det blitt bevist at
Uy +ug + - Uy = U2 — L.

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Fra antakelsen at
up +ug -+ Uy = U2 — 1

folger det at

g +ug + o+ U+ U1 = (Umg2 — 1) + Upgr

= Um42 + Um41 — 1.

(2) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er

Um+3 = Um+2 T Um+1-

Fra (1) — (2) deduserer vi at
up +ug + -+ Uy + Upt1 = Umg3 — 1

Dermed er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst

naturlig tall.
O



Eksempel 1.11.7. Nar n = 2, fastslar Proposisjon [1.11.6] at
up +up = ug — 1,

altsa at
1+1=3-1.

Eksempel 1.11.8. Nar n = 3, fastslar Proposisjon [[.11.6] at
up +ug +uz =us — 1,

altsa at
1+14+2=5-1.

Eksempel 1.11.9. Nar n = 4, fastslar Proposisjon [1.11.6] at
up +ug +uz +ug = ug — 1,

altsa at
1+414+24+3=8-1.

Eksempel 1.11.10. Nar n =9, fastslar Proposisjon [I.11.6] at
ur +ug + - +ug =unn — 1,

altsa at
1+414+24+34+54+84+134+21+34=89 —1.

Merknad 1.11.11. Den viktigste delen av dette beviset er ligningen
up +ug + -+ Uy F U1 = (Umg2 — 1) + U1
Det er her vi benytter antakelsen at
U +ug + -+ Uy = Umg2 — 1.
Proposisjon 1.11.12. La n vare et naturlig tall slik at n > 2. Da er
w2 = U1ty + (—1)"7L

Beuis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 2. I dette tilfellet er utsagnet
at

uj = upprug—1 + (—1)*7.

Siden
ui=12=1
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0og
ugy1ug—1 + (—1)*71 = ugu; — 1
—2.1-1
—2-1
=1

)

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n et gitt naturlig tall m slik at m > 2.
Saledes har det blitt bevist at

U2 = Uy U1 + (1)L
Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er
Um+1 = Um + Um—1.

Derfor er

2
U1 — Um42Um = Um+1 (um + umfl) — Um+42Um
= Um+1Um + Um+1Um—1 — Um+2Um

= Um (um—H - um—‘r?) + Um+1Um—1-
(2) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er

Um+2 = Um+1 + Um.
Derfor er
Um+1 — Um4-2 = —Um.-

Vi deduserer at
Um (um+1 - um+2) + Um1Um—1 = _u?n + Umn41Um—1-
(3) Fra antakelsen at

’U,?n = Um+1Um—1 + (_1)m717

fglger det at

—U?n + Um1Um—1 = _(_1)m—1
(=1)- (-1
(_1)m—1+1
(=)™

)mfl



Fra (1) — (3) deduserer vi at

U2,y — U = (—1)™.

Derfor er
2
U1 = Umt2Um + (—1)"".

Dermed er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst
naturlig tall slik at n > 2.
O

Eksempel 1.11.13. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
22=3-1+1.
Eksempel 1.11.14. Nar n = 4, fastslar Proposisjon at
3¥=5-2-1
Eksempel 1.11.15. Nar n = 9, fastslar Proposisjon at
34 = 5521 + 1.

Merknad 1.11.16. Den viktigste delen av beviset for Proposisjon [1.11.12| er Steg (3).
Det er her vi benytter antakelsen at

ufn = Ut 1Um—1 + (—1)m_1.

1.12 Binets formel for Fibonaccitallene

Merknad 1.12.1. Na skal vi finne en formel for det n-te Fibonaccitallet.

Proposisjon 1.12.2. La x veere en lgsning til ligningen
> —x—1=0.

La n veere et naturlig tall slik at n > 2. Da er

" = zUp + Up_1.

Beuvis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 2. I dette tilfellet er utsagnet

at

P TUL + Uq.

Siden u; =1 ogus =1, er

Tzuot+ur=x-1+1=x+1.
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Ut ifra antakelsen at
2~ —1=0,

er
2 =x+1.

Dermed er utsagnet sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist for et gitt heltall m slik at m > 2. Séaledes
har det blitt bevist at
2™ = Uy, + Up—1.

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Fra antakelsen at
™ = 2Uy + Um—1

fglger det, ved a gange begge sidene i denne ligningen med x, at

m—+1 2

x = T Uy, + TUp—1-

(2) Siden z er en lgsning til ligningen
P —r—1= 0,

er
;1:2:30—1—1.

Fra (1) — (2) deduserer vi at
= (z+ Dy + TUpp—1.-
Na gjor vi folgende observajoner.
(1) Vi har:

( 4+ Dty + TUm—1 = TUpy, + Uy, + TUpp—1
= TUm + TUm—1 + Um

= (U, + Um—1) + Up.
(2) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er
Um+1 = Um + Um—1-

Fra (1) — (2) deduserer vi at

( 4+ Dty + TUm—1 = U1 + Uy



For a oppsummere beviset sa langt, har vi fastslatt at

g™t = ( 4+ Dty + TUp—1

og at
( 4+ D + TUm—1 = TUmt1 + U,

Vi deduserer at

m+1

X = TUm+1 + Um.

Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall n slik at
n > 2.
O

Eksempel 1.12.3. La = veere en lgsning til ligningen
> —r—1=0.

Nar n = 3, fastslar Proposisjon [1.12.2] at

= u3T + U2
=2z 4+ 1.
Eksempel 1.12.4. La x vere en lgsning til ligningen

22—x—1=0.

Nar n = 5, fastslar Proposisjon [1.12.2] at

20 = usx + us
=5+ 3
Eksempel 1.12.5. La = veere en lgsning til ligningen

22 —z—-1=0.

Nar n = 7, fastslar Proposisjon at
e U7TT + Ug
=13z +8
Eksempel 1.12.6. La = veere en lgsning til ligningen
> —r—1=0.

Nar n = 9, fastslar Proposisjon [1.12.2] at

) = U9 + U
= 34x + 21.
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Lemma 1.12.7. Tallene H'T\/g og 1%6 er lgsninger til ligningen
> —r—1=0.

Beuvis. For a bevise at 1+72\/5 er en lgsning til ligningen
2 —x—1=0,

regner vi som fglger:

<1+\/5>2_1+\/5 (1+Vv5)-(1+v5) 1++6

~1= - ~1
2 2 4 2

_ 142545 146

B 4 2

_1+2V5+5-2-2V5-4

B 4

0

T4

=0.

For a bevise at 1_—2‘/5 er en lgsning til ligningen
??—zr—1=0,

regner vi som fglger:

(1@){1@ (1-v5)-(1-v5) 1-V5

2 ;1T 4 -y !

_1-2vE45 1-Vh

= y - =
1-2v54+5-242/5-4

B 4

0

T4

=0.

Merknad 1.12.8. Tallet 1+—2‘/5 kalles noen ganger det gyldne snitt.

Proposisjon 1.12.9. La n vaere et naturlig tall. Da er

g () - (59))




Beuvis. Fra Proposisjon [1.12.2| og Lemma [1.12.7] fglger det at

1+v5\"  (1+V5
(2) :<2>'“”+“”1’
1-v5\" [(1-5

Ved & benytte oss av disse faktaene, regner vi som fglger:

(1+2¢3> _(1—) ( )un+un1_<1—2\/5>.un_un_1
[ ) ()
.

og at

_ 1+\/5—1+xf> "
:T Up
5 - Up
Dermed har vi bevist at
(557) - (5) e
2 2 "

Ved & dele begger sidene i denne ligningen med /5, deduserer vi at proposisjonen er
sann.

O

Eksempel 1.12.10. Nar n = 2, fastslar Proposisjon [1.12.9] at

L <1+\/5)2_<1—\/5>2
V5 2 2

Eksempel 1.12.11. Nar n = 3, fastslar Proposisjon [1.12.9] at

() ()

9 —

Sl
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Eksempel 1.12.12. Nar n = 6, fastslar Proposisjon [1.12.9] at

g | 1+v3) [1-vE)
V5 2 B 2

Eksempel 1.12.13. Nar n =9, fastslar Proposisjon [1.12.9] at

gy L 14vE) (1-v5)
V5 2 B 2

Terminologi 1.12.14. Ligningen i Proposisjon [1.12.9] kalles Binets formel.

Merknad 1.12.15. Flere fakta kan deduseres fra Proposisjon [1.12.9] Etter noen forbe-
redelser skal se pa et eksempel: Proposisjon [1.12.18

()59

<1+\/5> <1—\/5>: (1++/5) (1 - V5)

Lemma 1.12.16. Vi har:

Bevis. Vi regner som fglger:

2 2 4
_1+V5-V5-5
- 4
4
T4
=-1.

Lemma 1.12.17. Vi har:

2 2
1 (1+v5) (1=vB\"} 1
5 2 2 V5
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra Eksempel |1.12.10fer




Ved a gange begge sidene av denne ligningen med folger det at

f?

111 1+\/52_1—\/52
V5 V5 W5 2 2

(2) Vi har:

Fra (1) — (2) deduserer vi at

Proposisjon 1.12.18. La n vare et naturlig tall. Da er

2 2
Up42 — Up = U2n42-

Bevis. For a gjore beviset lettere a lese, la x veere 1+2‘/5, og la y veere 1_2\/5. Vi gjor

folgende observasjoner.

(1) La m veere et naturlig tall. Ut ifra Proposisjon [1.12.9| er

Derfor er

I
3™
I

Il Il
e

QU = OV = O =

SN
(3]
3
|

N

§ 3
3

_|_

Neg
(Y]

3

10
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(2) Ut ifra Lemma [1.12.16|er

Fra (1) — (2) deduserer vi at

Dermed er

og er

L22n+2) _ o (_1)n+2 + y2(n+2)) _ %
)

x2(n+2) _9. (71)71 . (71)2 + y2(n+2 _p2n +92. (71)71 N y2n)

Z2H2) 42 o qyn g, (—1)n)

Dermed er
1
u$1+2 ui g($2(n+2) y2(n+2) 22 y2n>‘

Na gjgr vi fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra Lemma|1.12.16|er

Derfor er
% <x2(n+2) + yQ(n+2) g _ y2n> _ <$2(n+2) + y2(n+2) — a2y x2y2y2n>
(x2n+4 I i x2y2n+2)

(332 _ yz) ($2n+2 _ y2n+2)

G L Ol = Ol —

11



(2) Ut ifra Lemma|1.12.17] er

1 1
Derfor er 1
g (mZ _ yz) ($2n+2 _ y2n+2) _ \/5 ($2n+2 _ y2n+2) )

(3) Ut ifra Proposisjon [1.12.9|er

(x2n+2 _ 2n+2) .

U2n+2 = Yy

Sl

Vi deduserer fra (1) — (3) at

% (xZ(n+2) i y2(n+2) g an) = Zonta.

For & oppsummere beviset sa langt, har vi fastslatt at

u721+2 _ Ui _ % (x2(n+2) + y2(n+2) _g2n an)

og at

(x2(n+2) i y2(n+2) _ g2 y2n) — Zonta.

ot =

Vi deduserer at
2 2
Up g — Uy = U2pi2.

Eksempel 1.12.19. Nar n = 2, fastslar Proposisjon at
32 -12=3.

Eksempel 1.12.20. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
52 — 22 = 21.

Eksempel 1.12.21. Nar n = 5, fastslar Proposisjon at

132 — 5% = 144.

12



Oppgaver

01.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave O01.1.10. La n vare et naturlig tall. La w41 veere det (n + 1)-te Fibonacci-

tallet. Bevis at
UL+ U3+ ...+ U2p—1 = U2p.

Oppgave 0O1.1.11. La n veere et naturlig tall. La u; veere det k-te Fibonnacitallet,
hvor k er et hvilket som helst naturlig tall. Bevis at

i=1
Tips: Gjgr folgende:
(1) La r veere
1+5
2
og la s vaere
1-V5
7
Bevis at ) N
R s"
7 (r" —s") p—
Fra Proposisjon [1.12.9] deduser at
P gn
Up =
r—s
(2) Bevis at
" /n " /n
14 7)" — (1+38)" = i) il
o= (£(0)7)- (£ 0))

Tips: Benytt formelen i Proposisjon [1.9.30] to ganger:

(i) Ved ala z veere 1 og a la y veere 7.

(ii) Ved a la = veere 1 og a la y vaere s.

13



(3) Deduser fra (1), (2) og Proposisjon |1.12.9| at

(1+47)"—(1+s)" Z":(n)uZ
=\

r—s -
(4) Fra Lemma [1.12.7| vet vi at > = r 4+ 1 og at s = s + 1. Deduser at
P2 2 = (14 7)" — (1 +s)™

(5) Deduser fra (1) og (4) at

(I+r)"— (1+s)".

U2n =

(6) Konkluder fra (3) og (5) at

i=1
Oppgave 01.1.12. Fglgende definerer ved rekursjon sekvensen av Lucastall.
(1) Det forste heltallet i sekvensen er 1.
(2) Det andre heltallet i sekvensen er 3.

(3) La m veere et naturlig tall slik at m > 2. Anta at det i-te heltallet i sekvensen
har blitt definert for alle de naturlige tallene 7 slik at 2 < ¢ < m. Betegn det m-te
heltallet i sekvensen som v,,, og betegn det (m — 1)-te heltallet i sekvensen som
Um—1. Da definerer vi det (m + 1)-te heltallet i sekvensen til & veere v,,—1 + vpp.

Skriv de fgrste ti heltallene i sekvensen.

Oppgave 01.1.13. La v,, betegne det n-te heltallet i sekvensen av Lucastall. Bevis at

v1+ ...+ Uy =Vpta — 3.

01.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta forelesningen

Oppgave 01.2.24. Hva fastslar Proposisjon [1.11.6| nar n = 57

Oppgave 01.2.25. Gjgr det samme som i Merknad [1.4.11] for Proposisjon [I.11.6] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Bemarking ser ut for Proposisjon [1.11.6

Oppgave 01.2.26. Hva fastslar Proposisjon [1.11.12| nar n = 57

Oppgave 01.2.27. Gjor det samme som i Merknad [I.4.11] for Proposisjon [I.11.12] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Bemarking ser ut for Proposisjon [1.11.12
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O1.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta forelesningen

Oppgave 01.2.28. Hva fastslar Proposisjon [1.12.2| nar n = 67

Oppgave 01.2.29. Gjgr det samme som i Merknad [1.4.11] for Proposisjon [1.12.2] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Bemarking ser ut for Proposisjon [[.12.2]

Oppgave 01.2.30. Hva fastslar Proposisjon [1.12.9| nar n = 77

Oppgave 01.2.31. Hva fastslar Proposisjon [1.12.18 nar n = 77
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