Forelesning 6 — torsdag den 4. september

1.13 Varianter av induksjon

Merknad 1.13.1. Det finnes mange varianter av induksjon. Noen av disse kalles noen
ganger <sterk induksjons>, men vi skal ikke benytte denne terminologien. N& skal vi se
pa de viktigste variantene for oss.

Terminologi 1.13.2. La c veere et heltall slik at ¢ > 0. Anta at vi har et gitt matematisk
utsagn for hvert heltall stgrre enn eller likt et gitt heltall . Anta dessuten at vi gnsker
a bevise utsagnet for hvert av disse heltallene. Induksjon sier at vi kan gjgre det pa
fglgende mate:

(1) Sjekk om utsagnet er sant for alle heltallene r, r+ 1, ..., r+c.

(2) Hvis det antas at utsagnet har blitt bevist for alle heltallene m, m—1, ..., m—g¢,
hvor m er et gitt heltall som er stgrre enn eller likt r + ¢, bevis at utsagnet er sant
for heltallet m + 1.

Merknad 1.13.3. Induksjon som beskrevet i Terminologi er det samme som in-
duksjon som beskrevet i Terminologi [1.13.2] for ¢ = 0.

Merknad 1.13.4. Idéen bak induksjon som beskrevet i Terminologi [1.13.2] er at Steg
(1) og Steg (2) gir oss folgende algoritmen for a konstruere et bevis for utsagnet for et
hvilket som helst heltall m stgrre enn 7:

(i) Steg (1) i Terminologi [1.13.2] fastslar at vi kan bevise utsagnet for alle heltallene
mslikat r <m<r+g;

(ii) Steg (2) i Terminologi[l.13.2)fastslar at vi da kan bevise utsagnet nar m = r+c+1;
(iii) Steg (2) i Terminologi[l.13.2]fastslar at vi da kan bevise utsagnet nar m = r+c+2;
(iv) Steg (2) i Terminologi[l.13.2]fastslar at vi da kan bevise utsagnet nar m = r+c+3;
(v) Slik fortsetter til vi nar heltallet vi er interessert i.

Merknad 1.13.5. Algoritmen i Merknad er det samme som algoritmen i Merknad
[L.13.4 for ¢ = 0.

Proposisjon 1.13.6. La x veacre et heltall, og la n vaere et naturlig tall. Da er

" —1=(zx—1)- (" +2" 7+ -+ +1).



Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1 og nar n = 2.

(1) Nar n =1 er utsagnet at
zt—1=(z—1)-1.

Dette er sant.
(2) Nar n = 2 er utsagnet at
2 —1=(zx—1)(z+1).

Siden
(z+)(z-—1)=a?+z—-—2—-1=2°—1,

er dette sant.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m og nar n = m — 1, hvor m er et
naturlig tall slik at m > 2. Saledes har det blitt bevist at

m—lz(ﬂs—l)-(xm_l—f—xm_Q—f—'--—{—x—f—l)

og at
gl 1= (z—1)- <x<m*1)*1 fam D=2 gy 1) .

Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Vi har:

(z+1)@"—1)—z(@™ =1 =2 —z+2™ -1-2m+2x
_xm+1—1.

(2) Fra antakelsen at
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fglger det at

—(z—1) ((m +1) Z;}: 90) o <"§_:; x)o
(56 (&)
($1)<<%}ﬁ>+1%<ilﬂ><;;xﬁ>
—(@-1) <£1 w) + 1)

Fra (1) — (2) deduserer vi at
2" —1=(z-1) (" +2™ "+ 2P+ +1).

Dermed er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst
naturlig tall slik at n > 2. O

Eksempel 1.13.7. La x veere et heltall. Nar n = 3, fastslar Proposisjon at
2 —1=(@-1) (" +a+1).
Nar for eksempel x = 5, fastslar den at
124 =4-(25+5+1).
Eksempel 1.13.8. La x vare et heltall. Nar n = 5, fastslar Proposisjon at
2 —1=(z-1)(z*+2°+ 2> +z+1).
Nar for eksempel x = —3, fastslar den at

—244 = —4-(81 —27+9—3+1).



Merknad 1.13.9. Det er lett a bevise Proposisjon [L.13.6| uten & benytte induksjon. Vi
kan regne som fglger:

(z—1) (" 2"+ o+ 1)

=z (" 2" a4 l) - (@ 2" P4 a4 1)
:(xn_}_xn—l_‘_‘.‘_FxQ_}_x)_(xn—1+mn—2+.“+x+1)
=z" -1

Dette er et helt gyldig bevis! Vi benyttet lignende algebraiske manipulasjoner i beviset
vi ga for [1.13.6

Poenget med beviset vi ga for Proposisjon[1.13.6|er a forklare hvordan en gjennomfgrer
et bevis som benytter varianten av induksjon hvor ¢ = 1 og r = 1 i Terminologi

Merknad 1.13.10. Den viktigste delen av beviset for Proposisjon [1.13.6]er ligningen

(x+1)(xm—1)—x(xm_l—1):(x+1 x—1) (Zm)—xw—l (Zx)

Det er her vi benytter bade antakelsen at

m—1
m—lz(:n—l)~<2:xi)

=0

2™l 1= (z-1)- <§:$>.

Merknad 1.13.11. Kanskje ser det ut som Observasjon (1) i beviset for Proposisjon
har blitt tatt ut av lgse luften. Det er sant at vi ma veere litt kreativ for a finne
ligningen i denne observasjonen, og & skjgnne at den har noe & si.

Vi kan se pa ligningen i Observasjon (1) pa fplgende mate. Vi gnsker a bevise propo-
sisjonen nar n = m + 1. Da m4 vi jobbe med uttrykket %! — 1. I tillegg har vi antatt
at proposisjonen er sann nar n = m og n = m — 1, altsa at

m 1= (r—1) <§2x>
2™ 1= (z—1)- <§:m>.

m—+1

og antakelsen at

og at

Hvis vi finner en ligning med x pa en side, og hvor bade ™ — 1 og ™! — 1 dukker
opp pa den andre siden, kan vi benytte begge antakelsene for & si noe om z™*!. Det er
ingen generell oppskrift for a finne en slik ligning, men i Observasjon (1) klarte vi det.
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Merknad 1.13.12. Hvis manipulasjonene med summetegn i beviset for Proposisjon
1.13.6] ser litt forvirrende ut, fglg radet gitt i Merknad [1.13.12] Skriv for eksempel

m

>

i=1
som

m m—1 2
M +---F+z7 + o,

og skriv

m—1

D«

1=
som

R A RN T o
Merknad 1.13.13. La oss se hvordan algoritmen i Merknad ser ut for Proposisjon
1.13.6 Vi benytter varianten av induksjon hvor ¢ =1 og r = 1.
Vi begynner med & sjekke om proposisjonen er sann for alle de naturlige tallene 7,
r+1,...,r+c¢, det vil si nar n = 1 og nar n = 2. Vi sjekker altsa at

2l—1=z-1

og at
2 —1=(zx—1)(x+1).

Sa argumenterer vi som i beviset for Proposisjon [I.13.6] ved a erstatte m med 2. Vi
gjor altsa folgende observasjoner.

(1) Vi har:

(2) Vi vet at

og at



Det fglger at
(x+1) (m2 —1)—= (x2_1 -1)

=@@+)(xz-1)(z+1) —z(z—-1)
=@-1)((z+1)(z+1)—2x)
=@-1)(z(z+1)+(x+1) —x)
=(@-1)(2*+z+ (@ +1)—x)
(z—1)((2*+2)+1+2—x)
(z—1)((z*+ ) +1)
=(z—1) (2* +2' +1)

Fra (1) — (2) deduserer vi at
P —1=(z-1) (" +z+1).

Dermed er proposisjonen sann nar n = 3.
Sa argumenterer vi som i beviset for Proposisjon [[.13.6] ved & erstatte m med 3. Vi
gjor altsa folgende observasjoner.

(1) Vi har:
z+1)(2*-1)—z@* ' -1) =2t —z+2°-1-2"+2
=z'—1.
(2) Vi vet at
B —1=@-1) (> +z+1)
og at
?2—1=(z—-1) (z+1).
Det fglger at
(z+1) (2 —1) -2 (21 -1)

=(z4+D)(z-1)@*+2+1)—z@z—-1)(z+1)
:(:U—l)((:E—l—l)(:r:2+m+1)—:x(:v—|—1))

= (z —1) (2 P2 rz4+1)+ (:E2—|—93+1)—x($+1))
=(@-1) (@ +2*+2)+ (@*+2+1) - (2° + 1))
:(3:—1)(33 +224+x)+ 14 (@2 +2) - (x2+x))
:(mfl)(:n + 22+ )+ 1)

= (z—1) (2® + 2% +2' +1)

Fra (1) — (2) deduserer vi at
t—1=(z-1) (x3+x2+x+1).

Dermed er proposisjonen sann nar n = 4.
Slik fortsetter vi til vi nar heltallet vi er interessert i.
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Proposisjon 1.14.1. La n veere et heltall slik at n > 0, og la k veere et naturlig tall

slik at £ > 3. Da er
Uptk = Uk—1 * Up4+2 + U2 - Upy1-

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar k = 3 og nar k = 4.
(1) Nar k = 3, er utsagnet at
Upt+3 = U2 * Up+2 + UL - Upt1-
Vi gjor folgende observasjoner.
(i) Siden uy =1 ogu; =1, er

U - Up4+2 + UL * Upt1 = Up42 + Upt1-

(ii) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er

Up4+3 = Un4+2 + Up+1.

Fra (i) — (ii) deduserer vi at utsagnet er sant.
(2) Nar k = 4, er utsagnet at
Up+d4 = U3 * Up+2 + U - Upt1.
Vi gjor folgende obsvervasjoner.
(i) Siden uz =1 og ugz =2, er

U3 - Up42 + U2 - Upt1 = 2Un42 + Unt1.

(ii) Fra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall har vi:

Upt4 = Upt3 + Upt2

og
Up+3 = Un4+2 + Un+1.

Derfor er
Un+4 = (un+2 + un-i—l) + Un+2

= 2Up12 + Upt1-

Fra (i) — (ii) deduserer vi at utsagnet er sant.



Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar £k = m og nar k = m — 1, hvor m er et
gitt heltall stgrre enn eller likt 4. Saledes har det blitt bevist at

Untm = Um—1 * Unt2 + Um—2 * Upit1

og at
Un+m—1 = Um—2 * Un4+2 + Um—3 * Un+1.

Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er
Up+m+1 = Un4+m T Un+m—1-

(2) Fra antakelsen at
Unt+m = Um—1 * Un4+2 + Um—2 * Up41
og antakelsen at
Un+m—1 = Um—2 * Un+2 + Um—3 - Up+1

fglger det at

Untm T Untm—1
= (umfl “Up+2 + Ump—2 - unJrl) + (Umf2 “Upt2 + Um—3 - unJrl)

= (umfl + UmfZ) Up42 + (um72 + um73) Un+1
(3) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall har vi:
Um = Um—1 + Um—2

og
Um—1 = Um—2 T Um—3-

Fra (1) — (3) deduserer vi at

Up+m+1 = Um * Un+2 T Um—1 * Un41-

Dermed er proposisjonen sann nar k er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar k er et hvilket som helst
naturlig tall stgrre enn eller likt 3.
O

Eksempel 1.14.2. Nar n = 2 og k = 3, fastslar Proposisjon at
Us = UgU4 + UTUZ,

altsa at
5=1-3+1-2.
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Eksempel 1.14.3. Nar n = 2 og k = 4, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U = UzUg + U2u3,

altsa at
8=2-3+1-2.

Eksempel 1.14.4. Nar n = 2 og k = 7, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
Uy = UgU4 + UsU3,

altsa at
34=28-3+5-2.

Eksempel 1.14.5. Nar n = 3 og k = 3, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U = UgUs5 + UTU4,

altsa at
8=1-5+1-3.

Eksempel 1.14.6. Nar n = 3 og k = 4, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U7 = U3Us5 + U2U4,

altsa at
13=2-5+1-3.

Eksempel 1.14.7. Nar n = 3 og k = 7, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U1 = UeUS5 + UsU4,

altsa at
5, =8-5+5-3.

Eksempel 1.14.8. Nar n = 6 og k = 5, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U1l = UqUS + UBUT,

altsa at
89 =3-21+2-13.

Merknad 1.14.9. I beviset for Proposisjon |1.14.1] benyttet vi varianten av induksjon
hvor ¢ = 1 og r = 3. Vi kan se pa beviset for folgende mate. Forst velger vi et heltall n
slik at m > 0: la for eksempel n vaere 7. Da blir utsagnet:

Uryk = Uk—1 * U9 + Ug—2 * Us.

Sa beviser vi at dette er sant, ved a erstatte n med 7 i beviset for Proposisjon [1.14.T



Vi begynner med & sjekke om utsagnet er sant for alle de naturlige tallene r, r + 1,
..., r+c, det vil si nar k = 3 og nar k = 4. Vi sjekker altsa at

U1 = U2 * U9 + U1 - U

og at
U1 = U3U9 + U2Usg.

Anta na at det har blitt bevist at utsagnet er sant nar kK = m og nar k = m — 1, hvor
m er et gitt heltall stgrre enn eller likt 4. Saledes har det blitt bevist at

U7 4m = Um—1 * U9 + Um—2 - US

og at
UT4m—1 = Um—2 - U9 + Um—3 - Ug.

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall er
UT4m+1 = U74m + U6+m.-

(2) Fra antakelsen at
UT4+m = Um—1 * U9 + Um—2 - Ug

og antakelsen at
UG+m = Um—2 " U9 + Um—3 - US

fglger det at

U74m + Ue+m
= (Um—1 - U9 + Um—2 - ug) + (Um—2 - U9 + Upm—3 - Ug)
= (Um—1 + Um—2) U9 + (Um—2 + U —3) ug

(3) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall har vi:
Um = Um—1 + Um—2

og
Ump—1 = Um—2 + Um—3.

Fra (1) — (3) deduserer vi at
US+m = Um * U9 + Um—1 - US.

Dermed er proposisjonen sann nar k er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant nar k er et hvilket som helst naturlig
tall stgrre enn eller likt 3.

10
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Merknad 1.14.10. Siden ligningen
Up = Up—1 + Un—2

som definerer det n-te Fibonaccitallene inneholder to av Fibonaccitallene som allerede
har blitt definert, benytter vi typisk varianten av induksjon hvor ¢ = 1 for & bevise
pastander om Fibonaccitallene:

(1) For a gjennomfgre Steg (1) i Terminologi [1.13.2} sjekker vi om pastanden er sann
for to heltall.

(2) For a gjennomfpre Steg (2) i Terminologi |1.13.2 antar vi at pastanden har blitt
bevist for de to heltallene m og m — 1, hvor m er et gitt heltall.

Rekursjon og induksjon henger generelt sett sammen slik.
Proposisjon 1.14.11. La n veere et naturlig tall. Da er us, 12 > 10™.

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet
at u7y > 10. Siden u7; = 13 er dette sant.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m. Saledes har
det blitt bevist at usm,+o > 10™. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Vi har:
Us(m+1)+2 = Usm+5+2 = USm+7-

(2) Ut ifra Proposisjon [1.14.1] ved a la n veere 5m, er

Usm+7 = UUsm+2 + UsUSM+1-

Siden us = 5 og ug = 8, deduserer vi at
Usm+7 = BUsm42 + DUsm41-
(3) Siden us,, < U5m41, €T

Usm + Usm+1 < Usm4+1 + Usm+1

= 2u5m—i—1 .

Derfor er

2(usm + Usm+1) < 2 2Usm41

= 4U5m+1-
(4) Siden usy,+1, som alle Fibonnacitallene, er stgrre enn 0, er

dusmr1 < Susmy1-

11



(5) Fra (3) — (4), folger det at
2(usm + Usm+1) < DUsmt1-
(6) Ut ifra definisjonen til sekvensen av Fibonaccitall, er
Usm + Usm41 = Usm42-
(7) Fra (5) — (6), folger det at
2usm42 < dUsmy1-
Derfor er

BUsm42 + dUsm1 > Susmi2 + 2Usmi2

= 1OU5m+2.

Fra (1), (2), og (7), folger det at

Us(mi1)+2 > 10usm2.

Fra antakelsen at us;,+2 > 10, deduserer vi at

Us(m+1)+2 > 10-10™
= 10",

Dermed er proposisjonen sann nar n er det naturlige tallet m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst
naturlig tall. O

Eksempel 1.14.12. Nar n = 2, fastslar Proposisjon[1.14.11]at w12 > 102 = 100. Faktisk
er uig = 144.

Eksempel 1.14.13. Nar n = 3, fastslar Proposisjon [1.14.11] at w7 > 103 = 1000.

Eksempel 1.14.14. Nar n = 7, fastslar Proposisjon [1.14.11| at u37 > 107 = 10000000.
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Oppgaver

01.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave O1.1.15. La u, betegne det r-te heltallet i sekvensen av Fibonaccitall. La v,
betegne det r-te heltallet i sekvensen av Lucastall.

(1) La n vaere et naturlig tall slik at n > 3. Bevis at
Un42 +Up = (Un—i—l + Un—l) + (Un + Un—2)-
Tips: Induksjon behgves ikke!

(2) La n veaere et naturlig tall slik at n > 2. Bevis at

Up41 + Upn—1 = OlUp.

Oppgave 01.1.16. La n vaere et naturlig tall. La u, veere det n-te Fibonaccitallet.

Bevis at u, er lik
n—1 n—2 o=l
o )L )t w1

dersom n er et oddetall, og er lik

n—1 n—2 5
0 + 1 Sl (Pt
2
dersom n er et partall. Tips: Benytt en variant av induksjon, og benytt Proposisjon
1918

01.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta forelesningen

Oppgave 01.2.32. Gi et alternativt bevis for Proposisjon[1.12.9 ved & benytte varian-
ten av induksjon hvor ¢ = 1 i Terminologi [1.13.2

Oppgave 01.2.33. La v, veere det n-te heltallet i sekvensen av Lucastall. Bevis at

R ]

Tips: Benytt varianten av induksjon hvor ¢ =1 i Terminologi |1.13.2
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Oppgave 01.2.34. La u, veere det n-te Fibonaccitallet, og la v,, vaere det n-te heltallet
i sekvensen av Lucastall. Bevis at

v2 —Bul =4 (-1)",

ved a benytte Proposisjon [1.12.9 og Oppgave

Oppgave 01.2.35. La = vere et heltall. Hva fastslar Proposisjon [1.13.6] nar n = 77
Hva fastslar den nar n =7 og © = —27

Oppgave 01.2.36. Fortsett med Merknad [1.13.13] ved & vise at Proposisjon er

sann nar n = 4.

Oppgave 01.2.37. La x veere et heltall. Hva fastslar Proposisjon [1.14.1] nar n = 4 og
k = 67 Hva fastslar den nar n =5 og k = 47

Oppgave 01.2.38. Skriv utsagnet i Proposisjon nar n = 9. Skriv sa et bevis for
dette utsagnet ved a erstatte £ med 9 i beviset for Proposisjon [1.14.1} Tips: Se Merknad
L1149

Oppgave 01.2.39. Gjgr det samme som i Merknad [L.13.13]for Proposisjon [1.14.1] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Bemarking ser ut for Proposisjon [1.14.1

Oppgave 01.2.40. La n veere et heltall slik at n > 0, la k veaere et naturlig tall slik at
k > 3, og la | veere et naturlig tall slik at [ < k — 2. Daer

Up+k = Uk—] * Untl+1 T Uk—1—1 * Un4-

Tips: Omarbeid beviset for Proposisjon [1.14.1] HUsk a sjekke om proposisjonen er sann
nar k = 3 og nar k = 4 for alle de naturlige tallene [ slik at | < k — 2. Det er ikke sa
mange!

Oppgave 01.2.41. Hva fastslar Proposisjon [1.14.11| nar n = 57

Oppgave 01.2.42. Gjor det samme som i Merknad [1.4.11]for Proposisjon [1.14.11] Med
andre ord, beskriv hvordan algoritmen i Merknad ser ut for Proposisjon [1.14.11

Oppgave 01.2.43. Gi et eksempel pa et naturlig tall n slik at u,, > 1000000000000000.
Her er u,, det n-te Fibonaccitallet.
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