Forelesning 12 — torsdag den 25.
september

2.10 Delbarhet og Fibonaccitallene

Merknad 2.10.1. N4& skal vi benytte teorien vi har sett pa i dette kapittelet for a
utforske Fibonaccitallene videre.

Notasjon 2.10.2. La n vaere et naturlig tall. I resten av dette kapittelet kommer alltid
uy til & betegne det n-te Fibonaccitallet.

Proposisjon 2.10.3. La n vere et naturlig tall. Da er sfd(u,, up4+1) = 1.

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet
at sfd(uy,ug) = 1. Siden u; = 1 og ug = 1, er dette sant.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist for et gitt naturlig tall m. Séledes har det
blitt bevist at sfd(u,, um+1) = 1. La ¢ veere et naturlig tall slik at:

(1) ¢ | um+1;
(ii) ¢ | umo.
Vi gjer folgende observasjoner.

(1) Fra (i) og Proposisjon [2.5.12| folger det at ¢ | —ty41.

(2) Ut ifra definisjonen til Fibonaccitallene er w12 = tm + Um+1. Derfor er u,, =

Um+2 — Um+1-
(3) Fra (ii), (1), (2), og Proposisjon [2.5.24] folger det at ¢ | up,.

Fra (3), (i), og antakelsen at sfd(tm,, um+y1) = 1, folger det at ¢ = 1.
Dersom ¢ | Um41 0g ¢ | Umt2, har vi dermed bevist at ¢ = 1. Vi deduserer at
sfd(Up+1, Um+2) = 1. Saledes er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall.
O

Eksempel 2.10.4. La n veere 5. Da fastslar Proposisjon [2.10.3|at sfd(us, ug) = 1, altsa
at sfd(5,8) = 1.

Eksempel 2.10.5. La n veere 7. Da fastslar Proposisjon [2.10.3|at sfd(u7,ug) = 1, altsa
at sfd(13,21) = 1.



Lemma 2.10.6. La n vere et naturlig tall. La [ veere et naturlig tall slik at [ > 2. Da
er

Ul4n = U—1Up + UjUn41.
Bevis. Sidenn > 1,ern—1 > 0. Siden [ > 2, er [+1 > 3.Derfor folger det fra Proposisjon
[LT4T at

U(n—1)+(1+1) = U(+1)—-1U%(n—1)+2 T U(+1)—2U(n—1)+1
= U Up+1 + Ul—1Up

= Ul—1Up + UUn+1-
Dermed er
Ul4+n = Un+4l

= Uln—1)+(1+1)

= Ul—1Up + UUp+1-

Eksempel 2.10.7. Nar n = 3 og [ = 7, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U0 = UsU3 + UTU4,

altsa at
5 =8-2+13-3.

Eksempel 2.10.8. Nar n = 6 og [ = 5, fastslar Proposisjon [1.14.1] at
U] = U4l + Usuz,

altsa at
89 =3-8+5-13.

Proposisjon 2.10.9. La [ og n veere naturlige tall. Da har vi: u; | uy,.

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. I dette tilfellet er utsagnet
at
uy | ug.

Siden u; = 1 - uy, er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m. Saledes har
det blitt bevist at

| U,

Ett av fglgende utsagn er sant.
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(B) 1> 2.

Anta fgrst at (A) er tilfellet. Siden uy = 1, er det sant at uy | um1, altsa at u1 | uy.(mq1)-
Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1 i dette tilfellet.
Anta na at (B) er tilfellet. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Vi har:
Ui(m+1) = UWm+l-

(2) Siden [ > 2, fglger det fra Lemma [2.10.6| at
UlmA1l = Ulm—1UL + WUim Ul4+1-

(3) Ut ifra antakelsen at w; | uy, finnes det et heltall k slik at u,, = k - u;.
(4) Det folger fra (2) og (3) at
U4l = Upm—1Uy + Kugugq

= (Upm—1 + kug41) uy.

(5) Siden hvert Fibonaccitall er et naturlig tall og k er et heltall, er w1 + ku;yq et
heltall.

(6) Det folger fra (4) og (5) at uy | Upma-

Dermed har vi bevist at v | Uy(m+1)- Saledes er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann nar n er et hvilket som helst
naturlig tall.
O

Eksempel 2.10.10. Nar [ = 3 og n = 5, fastslar Proposisjon [2.10.9at us3 | u1s, altsa at
2 | 610.

Eksempel 2.10.11. Nar [ = 4 og n = 3, fastslar Proposisjon [2.10.9| at uy | u12, altsa at
3| 144.

Korollar 2.10.12. La [ og k veere naturlige tall slik at [ | n. Da er u; | uy,.

Bevis. Siden [ og n er naturlige tall, finnes det da et naturlig tall k slik at n = kl. Det
fra Proposisjon [2.10.9| at u; | ug, altsa at u; | wp. O

Eksempel 2.10.13. Vi har: 3 | 9. Derfor er us | ug, altsa 2 | 34.
Eksempel 2.10.14. Vi har: 6 | 12. Derfor er ug | ui2, altsa 8 | 144.

Lemma 2.10.15. La k, [, n, og r veere naturlige tall slik at n = kl+r. Da er sfd(uy,, u;) =
sfd(u,, uy).

Bevis. Ett av fglgende utsagn er sant:



(A) k=1logl=1,
(B) ki > 2.

Anta forst at (A) er tilfellet. Da er utsagnet at sfd(uy,u1) = sfd(u,,u1). Siden u; =1,
har vi:

sfd(up, u1) = sfd(u,, 1) =1

og
sfd(uy, u1) = sfd(u,, 1) = 1.

Dermed er proposisjonen sann i dette tilfellet.
Anta na at (B) er tilfellet. Vi skal forst bevise at sfd(ug—1,%;) = 1. La ¢ veere et
naturlig tall slik at:

(1) e ug-1;
(ii) ¢ | .
Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Fra Proposisjon har vi: uy | ug.
(2) Det folger fra (ii), (1), og Proposisjon [2.5.27] at ¢ | uy.
(3) Fra (i), (2), og Proposisjon folger det at ¢ = 1.

Dersom ¢ | ug—1 og ¢ | u, har vi dermed bevist at ¢ = 1. Derfor er sfd(ug—1,u;) = 1.
Na gjgr vi fglgende observasjoner.

(1) Siden Kkl > 2, folger det fra Lemma [2.10.6] at

Uiy = Ukl—1Up + U Up41-

(2) Ut ifra Proposisjon [2.10.9|er u; | ug;.
(3) Det folger fra (2) og Korollar [2.5.18 at u; | uy41uk, altsa at uy | wpgteyy1.
(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [2.6.27| at

sfd(ugi—1ur + urgurg1, w) = sfd(up—1ur, ).
(5) Vi vet at sfd(ug—1,u;) = 1, altsa at sfd(uy, ug—1) = 1. Det folger fra Proposisjon
2.8.26| at sfd(uy, ugi—1ur) = sfd(uy, u,), altsa at sfd(ug—1ur, uy) = sfd(u,, uy).

Fra (1), (4), og (5) folger det at sfd(ugiir,w;) = sfd(u,,w;), altsa at sfd(up,w;) =
sfd(u,, uy).

Eksempel 2.10.16. Vi har: 7 = 2 -3 + 1. Lemma [2.10.15| fastslar at sfd(uy,us) =
sfd(us,u1), altsa at sfd(13,2) = sfd(2,1).
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Eksempel 2.10.17. Vi har: 13 = 2 -5 + 3. Lemma [2.10.15| fastslar at sfd(uis,us) =
sfd(us, ug), altsa at sfd(233,5) = sfd(5, 2).

Merknad 2.10.18. Malet vart er Korollar Imidlertid skal vi fgrst bevise Pro-
posisjon Da skal vi observere at Korollar folger fra Proposisjon
Sammenlign med Merknad For hvert par naturlige tall | og s slik at s < [,
beviser vi pa en mate at sfd(u;, us) = ug mange ganger: en gang for hvert naturlig tall
stgrre enn eller likt [.
Likevel viser det seg at pastanden i Proposisjon er bedre for & gjennomfgre et
bevis ved induksjon enn pastanden i Korollar

Proposisjon 2.10.19. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La s og [ veere naturlige
tall slik at s <! <n. La d =sfd(l, s). Da er sfd(u;, us) = uq.

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 2. La [ og s veere naturlige
tall slik at s <1 < 2. La d = sfd(l, s). Vi ma sjekke om

sfd(ug, us) = ugq.

Et par naturlige tall [ og s oppfyller kravet s < [ < 2 hvis og bare hvis s =1 og I = 2.
Derfor ma vi sjekke om

sfd(ug, u1) = Usfd(2,1)-
Vi har: sfd(2,1) = 1. Siden u; = 1 og ug = 1, har vi i tillegg: sfd(ug, u;) = sfd(1,1) = 1.
Dermed er utasgnet sant.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n er et gitt naturlig tall m slik at m > 2.
La s og [ veere naturlige tall slik at s < [ < m + 1. Ut ifra Proposisjon finnes det
heltall k og r slik at l = ks+7r, k> 0,080 <r < s.Sidenr < sog s <[, er r < [. Derfor
er det faktisk ikke sant at k = 0, altsa k er et naturlig tall. Ett av fglgende utsagn er
sant:

(B) r er et naturlig tall.
Anta forst at (A) er tilfellet. Da er [ = ks, altsa s | [. Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Det fglger fra Proposisjon at sfd(l,s) = s.
(2) I tillegg folger det fra Korollar at up | us.
(3) Det folger fra (2) og Proposisjon [2.6.21] at sfd(u;, us) = us.

Det fplger fra (1) og (3) at sfd(u;, us) = sfd(l, s). Dermed er proposisjonen sann i dette
tilfellet.
Anta na at (B) er tilfellet. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra Lemma [2.7.3 er sfd(l, s) = sfd(s, ).



(2) Siden s <1 <m+1,ers < m.Lad =sfd(s,r). Ut ifra antakelsen at proposisjonen
er sann nar n = m, folger det at sfd(us, u,) = ugq.

(3) Ut ifra Lemma [2.10.15|er sfd(u;, us) = sfd(us, u,).

Det folger fra (1), (2), og (3) at sfd(u;, us) = sfd(l, s). Dermed er proposisjonen sann i
dette tilfellet.
O

Korollar 2.10.20. La [ og n veere naturlige tall. La d = sfd(l,n). Da er sfd(u;, u,) = ugq.
Bevis. Ett av folgende utsagn er sant:
(1) n=1;
(2) n>2.
Anta forst at n = 1. Da er utsagnet at sfd(u, u1) = uggq(,1)- Siden ug = 1, har vi:
sfd(uy, uy) = sfd(uy, 1) = 1.

I tilleg har vi:
Usfd(1,1) = u1 = L.

Dermed er proposisjonen sann i dette tilfellet.
Anta na at n > 2. Da fglger det umiddelbart fra Proposisjon [2.10.19] ved a la [ i
proposisjonen vare n og s i proposisjonen vare [, at utsagnet er sant. O

Merknad 2.10.21. La d veere den stgrste felles divisoren til det [-te Fibonaccitallet og
det n-te Fibonaccitallet. Proposisjon [2.10.19] fastlar at d er ogsa et Fibonaccitall, nemlig
det d-te!

Eksempel 2.10.22. Vi har: sfd(6,9) = 3. Korollar [2.10.20| fastslar at sfd(ug, ug) = us,
altsa at sfd(8,34) = 2.

Eksempel 2.10.23. Vi har: sfd(8,12) = 4. Korollar [2.10.20| fastslar at sfd(usg, u12) = u4,
altsa at sfd(21,144) = 3.

Korollar 2.10.24. La [ og n veere naturlige tall slik at [ > 3 Da er u,, delelig med v,
hvis og bare hvis n er delelig med I.

Bevis. Anta fgrst at u, er delelig med w;. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden u, er delelig med u;, folger det fra Proposisjon at sfd(uy, up) = uy.
(2) Ut ifra Korollar er sfd(uy, un) = Ustd(1,n)-

(3) Det folger fra u; = uggy(n)-

(4)

4) De eneste naturlige tallene 7 # j slik at u; = uj er i =1 og j = 2.



3.1 Kongruens

(5) Siden [ > 3, folger det fra (3) og (4) at [ = sfd(l,n).

Fra definisjonen til sfd(l,n) har vi: sfd(l,n) | n. Dermed har vi: [ | n.
Anta istedenfor at [ | n. Korollar [2.10.12| fastslar at w; | wp,.
O

Eksempel 2.10.25. Siden 10 er ikke delelig med 4, fglger det fra Korollar [2.10.24] er
uyg er ikke delelig med wuy, altsa er 55 ikke delelig med 3.

Eksempel 2.10.26. Siden 54 er ikke delelig med 23, folger det fra Korollar [2.10.24] er
us4 er ikke delelig med wuos.

3.1 Kongruens

Merknad 3.1.1. Hva er klokka sju timer etter kl. 207 Selviglgelig er den kl. 3. Vi sier
ikke at den er kl. 27!

Etter 24 timer, begynner klokka pa 0 igjen: midnatt er bade kl. 24 og kl. 0. Pa en
mate er derfor 24 <lik> 0 nar vi ser pa klokka. Ved a utvide dette litt, kan vi si at 3 er
«lik> 27 nar vi ser pa ei klokke.

Denne maten a telle pa kalles <aritmetikk modulo 24>. Istedenfor & si at 3 er <lik> 27
nar vi teller timene, sier vi at 3 er <kongruent til 27 modulo 24>.

Vi kan telle pa lignende vis ved & erstatte 24 med et hvilket som helst heltall. I dette
kapittelet kommer vi til & studere disse matene a telle pa. Teorien er sveert viktig i alle
deler av tallteori, og i mange andre omrader innen matematikk.

Definisjon 3.1.2. La n veare et heltall slik at n £ 0. La x og y veere heltall. Da er = og
y kongruent modulo n dersom n | x — y.

Merknad 3.1.3. Ut ifra Definisjon [2.5.1] er & og y kongruent modulo n hvis og bare
hvis det finnes et heltall k slik at z — y = kn.

Terminologi 3.1.4. Hvis = og y er kongruent modulo n, sier vi ofte at x er kongruent
til y modulo n.

Terminologi 3.1.5. «<Modulo> forkortes ofte til «mod>.
Notasjon 3.1.6. Hvis x og y er kongruent modulo n, skriver vi:
x=y (mod n).

Eksempel 3.1.7. Siden
271—-3=24
og 24| 24, er
27 =3 (mod 24).



Eksempel 3.1.8. Siden
24 -0=24

og 24|24, er
24=0 (mod 24).

Eksempel 3.1.9. Siden
53 — 5 =48

0g 24 | 48, er
53 =5 (mod 24).

Eksempel 3.1.10. Siden

5—-3=2
og2|2er
5=3 (mod 2).
Eksempel 3.1.11. Siden
57 —13 =44

og 2|44, er
57=13 (mod 2).

Eksempel 3.1.12. Siden
21-35=-14

og 2| —14, er
21 =35 (mod 2).

Eksempel 3.1.13. Siden
40 — 124 = -84

og 2| —84, er
40 =124 (mod 2).

Eksempel 3.1.14. Siden
—17—-21=-38

og 2| —38, er
—17=21 (mod 2).

Eksempel 3.1.15. Siden
—22 — (—108) = —22 + 108 = 86

og 2| 86, er
—22=-108 (mod 2).



Eksempel 3.1.16.

og 2| -8, er

Eksempel 3.1.17.

og 3|6, er

Eksempel 3.1.18.

og 3| —27, er

Eksempel 3.1.19.

og 3| —3,er

Eksempel 3.1.20.

og 3| =3, er

Eksempel 3.1.21.

og 3| =57, er

Eksempel 3.1.22.

og 3|78, er

Eksempel 3.1.23.

og 3| —12 er

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

—12—(—4)=-12+4=-8

—12= -4 (mod 2).

11-5=6

11=5 (mod 3).

0—-27=-27

0=27 (mod 3).

14 -17=-3

14=17 (mod 3).

14 -17= -3

14=17 (mod 3).

—32—25=-957

—-32=25 (mod 3).

19 — (—59) = 19 + 59 = 78

19=-59 (mod 3).

—23 — (—11) = =23+ 11 = —12

—23=-11 (mod 3).

3.1 Kongruens



Eksempel 3.1.24. Siden
89 — 17 =172

og —8 |72, er
89 =17 (mod —8).

Eksempel 3.1.25. Siden
33—-25=28

og —88, er
33=25 (mod —8).

Eksempel 3.1.26. Siden
14 — 54 = —40

og —8 | —40, er
14 =54 (mod —8).

Eksempel 3.1.27. Siden
—12—-36 = —48

og —8 | —48, er
—12=36 (mod —8).

Eksempel 3.1.28. Siden
—17 - (—49) = 32

og —81 32, er
—17=—-49 (mod -8).

3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Proposisjon 3.2.1. La n vare et naturlig tall. La x veere et heltall. Da finnes det et
heltall r slik at de fglgende er sanne:

(I) x =7 (mod n);

(I) 0<r<n.
Bewvis. Ut ifra Korollar [1.2.11] finnes det heltall k& og r slik at:

(1) z=kn+r;

(2) 0<r<n.
Det fglger fra (1) at

r—r=kn,
altsa at
nl|lx—r.

Dermed er z = r (mod n).

10



3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Merknad 3.2.2. Proposisjon fastslar at hvert heltall er kongruent modulo n til
ett av heltallene 0, 1, 2, ..., n — 1.

Merknad 3.2.3. Gitt et naturlig tall n og et heltall z, fastlar beviset for Proposisjon
at vi kan finne r ved a benytte divisjonsalgoritmen: r er resten vi far ved a dele x
med n.

Eksempel 3.2.4. Vi har:
22=7-3+1,

altsa 3| 22 — 1. Dermed er 22 =1 (mod 3).

Eksempel 3.2.5. Vi har:
124 =7-17+438,

altsa 17 | 124 — 8. Dermed er 124 = 8 (mod 17).

Eksempel 3.2.6. Vi har
48 = 8- 6,

altsa 6 | 48 — 0. Dermed er 48 = 0 (mod 6).

Eksempel 3.2.7. Vi har:
—17=(-4)-5+3,

altsa 5 | =17 — 3. Dermed er —17 = 3 (mod 5).

Eksempel 3.2.8. Vi har:
—23=(-6)-4+1,

altsa 4 | =23 — 1. Dermed er —23 =1 (mod 4).

Eksempel 3.2.9. Vi har:
—63=(-9) -7,

altsa 7| —63 + 0. Dermed er —63 =0 (mod 7).

Korollar 3.2.10. La n vere et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da finnes det
et heltall r slik at de folgende er sanne:

(I) x =7 (mod n);
(I) 0 <r < nl.
Bevis. Ett av fglgende utsagn er sant:
(A) n > 0;
(B) n<O.

Anta forst at (A) er sant. Da folger utsagnet umiddelbart fra Proposisjon
Anta na at (B) er sant. Da er —n et naturlig tall. Det folger fra Proposisjon at
det finnes et heltall r slik at:

11



(1) x =r (mod —n);
(2) 0<r<—n.
Det folger fra (1) og Proposisjon at
x=r (modn).
Siden n < 0, er i tillegg |n| = —n. Dermed er
0<r<|n|.
O

Proposisjon 3.2.11. La n vaere et heltall slik at n # 0. La r og s veere heltall sik at
0<r<|n|log0<s<|n|. Dersom r = s (mod n), er r = s.

Bevis. Siden r = s (mod n), har vi n | r — s. Dermed finnes det et heltall & slik at

r—s=kn,
altsa
r=kn+s.
I tillegg er
r=0-k+r.
Det folger fra Korollar [2.2.20| at r = s. O

Merknad 3.2.12. Vi gnsker & manipulere kongruenser pa en lignende mate som vi
manipulere likheter. I resten av denne delen av kapittelet skal vi bevise at dette er gyldig.
Nar du leser bevisene, la merke til at vi bygger pa de grunnleggende proposisjonene i

av Kapittel 2.

Proposisjon 3.2.13. La n vare et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da er
2 =0 (mod n) hvis og bare hvis n | x.

Bevis. Vihar: x =0 (mod n) hvis og bare hvis n | x—0, altsa hvis og bare hvisn | z. O
Eksempel 3.2.14. Siden 3 | 18, er 18 =0 (mod 3).
Eksempel 3.2.15. Siden 5 | —20, er —20 =0 (mod 5).

Proposisjon 3.2.16. La n vaere et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da er
x =z (mod n).

Bevis. Siden x —x =0o0gn |0, er z =z (mod n). O
Eksempel 3.2.17. Vi har: 3 =3 (mod 5).
Eksempel 3.2.18. Vi har: —11 = —11 (mod 7).

12



3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Proposisjon 3.2.19. La n veere et heltall slik at n # 0. La x og y veere heltall. Anta
at t =y (mod n). Daer x =y (mod —n).

Bevis. Siden © = y (mod n), har vi: n | x — y. Det folger fra Proposisjon at
—n | x —y. Dermed er x =y (mod —n).
O

Eksempel 3.2.20. Siden
32—-17=15

og 5|15, er
32=17 (mod 5).

Derfor fastslar Proposisjon [3.2.19] at
32=17 (mod —5).
Eksempel 3.2.21. Siden
—6 — (—36) = 30

og —5 | 30, er
—6=-36 (mod —5).

Derfor fastslar Proposisjon at
—6=—-36 (mod 5).
Korollar 3.2.22. La n vere et heltall slik at n £ 0. La x og y veere heltall. Daer x =y
(mod n) hvis og bare hvis x =y (mod —n).
Bevis. Folger umiddelbart fra Proposisjon [3.2.19] O

Merknad 3.2.23. Siden Korollar[3.2.22| stemmer, kommer n i de aller fleste eksemplene
videre til & bli et naturlig tall.

Proposisjon 3.2.24. La n vere et heltall slik at n # 0. La x og y veere heltall. Anta
at x =y (mod n). Daer y =2 (mod n).

Bevis. Siden x =y (mod n), er n | x—y. Det fglger fra Proposisjon2.5.12/at n | —(z—y),
altsa at n |y — . O

Eksempel 3.2.25. Siden
32—-18=14

og 7|14, er
32=18 (mod 7).

Derfor fastslar Proposisjon at

18 =32 (mod 7).

13



Eksempel 3.2.26. Siden

3—T7=-4
og 4| —4,er
3=7 (mod4).
Derfor fastslar Proposisjon [3.2.24] at
7=3 (mod 4).
Eksempel 3.2.27. Siden
—8—-24=-32

og 16 | —32, er
—8=24 (mod 16).

Derfor fastslar Proposisjon at
24 = -8 (mod 16).

Eksempel 3.2.28. Siden
9—(-11)=9+11=20

og 5| 20, er
9=-11 (mod 5).

Derfor fastslar Proposisjon [3.2.24] at
—11=9 (mod 5).

Eksempel 3.2.29. Siden

|
ot
|
—~
|
=)
~
I
|
ot
+
Ne)
I
=

og 2|4, er

Korollar 3.2.30. La n vere et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da er 0 = x
(mod n) hvis og bare hvis n | .

Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon og Proposisjon [3.2.24] O
Eksempel 3.2.31. Siden 7 | 21, er 0 =21 (mod 7).
Eksempel 3.2.32. Siden 6 | —48, er 0 = —48 (mod 6).

Proposisjon 3.2.33. La n veere et heltall slik at n # 0. La x, y, og 2z veere heltall. Anta
at z =y (mod n), og at y = z (mod n). Da er x = z (mod n).
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3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden z =y (mod n), er n |z —y.
(2) Siden y =z (mod n), ern |y — z.

Det folger fra (1), (2), og Proposisjon [2.5.24[at n | (x —y) + (y — 2), altsa at n | z — 2.
Dermed er z = z (mod n). O

Eksempel 3.2.34. Siden

19— (-8) =27
og 3|27, er 19 = —8 (mod 3). Siden

(—8) — 64 = —T72
0g 3|72, er —8 =64 (mod 3). Derfor fastslar Proposisjon at 19 =64 (mod 3).
Eksempel 3.2.35. Siden

-9 —(=59) =50
og 5| 50, er =9 = —59 (mod 5). Siden

(—59) — 61 = —120

og 5| 120, er —59 = 61 (mod 5). Derfor fastslar Proposisjon[3.2.33|at —9 = 61 (mod 5).

Proposisjon 3.2.36. La n vare et heltall slik at n # 0. La z, y, 2/, og v’ veere heltall.
Anta at z =y (mod n), og at 2’ =y’ (mod n). Daer x + 2’ =y + 1y (mod n).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden z =y (mod n), er n |z —y.
(2) Siden 2’ =y’ (mod n), er n |2’ — /.
Det folger fra (1), (2), og Proposisjon [2.5.24] at
nl(z—y)+ @ ),
altsa at
nl(z+2) - (y+y).
Dermed er z + 2’ =y + ¢y (mod n). O

Eksempel 3.2.37. Siden
13-5=8

og 4|8, er 13=5 (mod 4). Siden
23 — (—17) = 40
og 4|40, er 23 = —17 (mod 4). Derfor fastslar Proposisjon at
13+23=5+(—17) (mod 4),

altsa at
36 =—-12 (mod 4).
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Eksempel 3.2.38. Siden
(=16) — 17 =-33

og 11| —33, er —16 = 17 (mod 11). Siden
(—34) — (=56) = 22
og 11|22, er —34 = —56 (mod 11). Derfor fastslar Proposisjon at
(—16) + (—34) =17+ (—56) (mod 5),

altsa at
—50 = —39 (mod 11).

Korollar 3.2.39. La n veare et heltall slik at n # 0. La x, y, og z veere heltall. Anta at
z=y (mod n). Daer z + 2z =y+ z (mod n).

Beuvis. Ut ifra Proposisjon |3.2.16/er z = z (mod n). Ved a la bade 2’ og ¢’ veere z, folger
dermed utsagnet umiddelbart fra Proposisjon [3.2.36 O

Eksempel 3.2.40. Siden
18—-12=6

0g 2|6, er 18 =12 (mod 2). Derfor fastslar Korollar [3.2.39| at
18+15=12+15 (mod 2),

altsa at
33 =27 (mod 2).

Eksempel 3.2.41. Siden
(—8) —(—23) =15

og 5|15, er —8 = —23 (mod 5). Derfor fastslar Korollar 3.2.39| at
—8+13=-23+13 (mod 5),

altsa at
=—-10 (mod 5).

Proposisjon 3.2.42. La n veare et heltall slik at n # 0. La z, y, 2/, og v’ veere heltall.
Anta at z =y (mod n), og at 2’ =y’ (mod n). Daer z-2' =y -y’ (mod n).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden x =y (mod n), er n | z—y. Dermed finnes det et heltall & slik at z—y = kn,
altsa © =y + kn.

(2) Siden 2’ = ¢ (mod n), er n | ' — 3. Dermed finnes det et heltall &’ slik at
' — 1y =k'n, altsa ' = v + k'n.
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3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Det folger fra (1) og (2) at

z-2'=(y+kn) (v +kn)
=y-y+k-k-n+k -y-n+k-y-n
=y +k-K+E-y+ k- yn

Dermed er
v —y -y =(k-K+KE y+&- yn.

Siden k, k', y, og v er heltall, er k- k" + k' -y + k' - y et heltall. Saledes har vi beviset at
nlz-2 +y-y.

Vi konkluderer at
z-2'=y-y  (modn).

Eksempel 3.2.43. Siden
20 — (—16) = 36

og 3|36, er 20 = —16 (mod 3). Siden
(—41) — 4 = —45
og 3| —45, er —41 =4 (mod 3). Derfor fastslar Proposisjon at
20-(—41) = (—-16)-4 (mod 3),

altsa at
—820 = —64 (mod 3).

Eksempel 3.2.44. Siden
(—38) — (—17) = —21

og 7| —21, er —38 = —17 (mod 7). Siden
3—10=—-7
og 7| =7, er 3 =10 (mod 7). Derfor fastslar Proposisjon at
(—38)-3=(—17)-10 (mod 7),

altsa at
—114 = —-170 (mod 7).

Korollar 3.2.45. La n vere et heltall slik at n # 0. La x, y, og z veere heltall. Anta at
z=y (modn). Daer z-z=y-z (mod n).
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Bewis. Ut ifra Proposisjon|3.2.16|er z = z (mod n). Ved a la bade 2’ og 3/ veere z, folger
dermed utsagnet umiddelbart fra Proposisjon [3.2.42 O

Eksempel 3.2.46. Siden
13—24=-11

og 11| —11, er 13 =24 (mod 11). Derfor fastslar Korollar [3.2.45| at
13- (~3) =24 (—3) (mod 11),

altsa at
—39=-72 (mod 11).

Eksempel 3.2.47. Siden
17— (=7) =24

og 6|24, er 17 = —7 (mod 6). Derfor fastslar Korollar |3.2.45| at
17-3=(—=7)-3 (mod 6),
altsa at
51 =—-21 (mod 6).

Proposisjon 3.2.48. La n vare et heltall slik at n # 0. La z veaere et heltall, og la ¢
veere et naturlig tall. Anta at x =y (mod n). Da er 2! = y' (mod n).

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar ¢t = 1. Ut ifra antakelsen at
x=y (modn),

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar ¢ = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
Saledes har det blitt bevist at

2™ =y™ (mod n).
Det folger fra dette, antakelsen at
r=y (modn),

og Proposisjon [3.2.42] at

m m

2" x=y" -y (modn),

altsa at

2™ =™t (mod n).

Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for et hvilket som helst naturlig
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3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Eksempel 3.2.49. Siden 3 —5 = —2 og 2 | =2, er 3 = 5 (mod 3). Derfor fastslar
Proposisjon at
3'=5% (mod 2),

altsa at
81 =625 (mod 2).

Eksempel 3.2.50. Siden (—8) — (—5) = =3 og 3 | —3, er —8 = —5 (mod 3). Derfor
fastslar Proposisjon [3.2.48 at

(-8)*=(-5)* (mod 3),

altsa at
64

25 (mod 3).

Proposisjon 3.2.51. La n veare et heltall slik at n # 0. La = og y veere heltall. La [
veere et heltall slik at [ # 0. Anta at =y (mod n). Da er lz = ly (mod In).

Bevis. Siden x = y (mod n), har vi: n | x — y. Dermed finnes det et heltall & slik at
x—1y =kn. Daer
l(x —y) = lkn,

altsa
lx —ly = k(In).

Saledes har vi: In | lx — ly. Derfor er
lx=1ly (mod In).
O

Eksempel 3.2.52. Siden 9 —23 = —14 og 7 | —14, er 9 = 23 (mod 7). Derfor fastslar

Proposisjon [3.2.51] at
3:9=3-23 (mod 3-7),

altsa
27=69 (mod 21).

Eksempel 3.2.53. Siden —11 — (—21) =20 og 5 | 20, er —11 = —21 (mod 5). Derfor
fastslar Proposisjon [3.2.51] at

8- (—11)-8-(=21)=8-(—21) (mod 8-5),

altsa

—88 = —168 (mod 40).

Proposisjon 3.2.54. La n veere et heltall slik at n £ 0. La z og y veere heltall. La [
veere et heltall slik at [ # 0,1 | y, og ! | n. Anta at x =y (mod n). Daer x =0 (mod I).

19



Bevis. Siden [ | y, finnes det et heltall k slik at y = kl. Siden [ | n, finnes det et heltall
k' slik at n = k'l. Siden x = y (mod n), har vi: n | z — y. Dermed finnes det et heltall
k" slik at  —y = k”n. Vi har:

r=y+k'n
=kl + K"Kl
= (k+ K"k

Siden k, k', og k" er heltall, er k+k"k’ et heltall. Dermed har vi: [ | z. Ut ifra Proposisjon

3.2.13] folger det at + =0 (mod ).
O

Eksempel 3.2.55. Siden 18 — 6 = 12 og 12 | 12, er 18 = 6 (mod 12). I tillegg har vi:
12 =4-3 og 6 = 2 - 3. Derfor fastslar Proposisjon [3.2.54 at 18 = 0 (mod 3), som er
riktignok sant.

Eksempel 3.2.56. Siden —42 — 6 = —48 og 24 | —48, er —42 = 6 (mod 24). I tillegg
har vi: 24 = 12 -2 og 6 = 3 - 2. Derfor fastslar Proposisjon [3.2.54] at —42 = 0 (mod 2),
som er riktignok sant.

Proposisjon 3.2.57. La m og n vere heltall slik at m # 0 og n # 0. Anta at m | n. La
x og y veere heltall slik at
r=y (modn).

Da er
xr=y (mod m).

Bewis. Siden
x =2z (modn),

har vi: n | x — z. Siden m | n, folger det fra Proposisjon [2.5.27| at
m|x— z.

Vi konkluderer at
r=z (modm).

Eksempel 3.2.58. Siden 64 — 12 = 52 og 26 | 52, er
64 =12 (mod 26).
Siden 13 | 26, fastslar Proposisjon at
64 =12 mod 13.

Siden 64 — 12 = 52 og 13 | 52, er dette riktignok sant.
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3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Eksempel 3.2.59. Siden —7 — (—19) = 12 og 4 | 12, er
—7=-19 (mod 4).
Siden 2 | 4, fastslar Proposisjon at
—7=-19 mod 2.

Siden —7 — (—19) = 12 og 2 | 12, er dette riktignok sant.

Proposisjon 3.2.60. La m og n veere heltall slik at m # 0 og n # 0. Anta at m | n. La
x, y, og z veere heltall. Anta at

x=y (mod m).

Dersom
x =2z (modn),
finnes det et heltall 7 slik at
z=y+1im (mod n).

Bewvis. Ut ifra Proposisjon |3.2.57| er

x =2z (modm).

Det folger fra Proposisjon [3.2.24] at

z=x (mod m).

Siden i tillegg

x=y (modm),

fglger det fra Proposisjon [3.2.33] at
z=y (mod m).

Da har vi: m | z — y. Saledes finnes det et heltall i slik at z — y = im, altsa slik at
2=y +im. O

Eksempel 3.2.61. Siden 13-4 =9 0g 3|9, er
13=4 (mod 3).
Siden 13 —25=—12 og 6 | —12, er
13=25 (mod 6).

Siden 3 | 6, fastslar Proposisjon [3.2.60 at det er et heltall i slik at 25 = 4 + 3i. Det er
riktignok sant at 25 =4+ 3 - 7.

21



Eksempel 3.2.62. Siden 17 — (—13) =30 og 5 | 30, er
17=—-13 (mod 5).
Siden 17 — 67 = —40 og 20 | —40, er
17=67 (mod 20).

Siden 5 | 20, fastslar Proposisjon [3.2.60| at det er et heltall i slik at 67 = —13 + 5i. Det
er riktignok sant at 67 = —13 + 5 - 16.

Korollar 3.2.63. La m og n vaere heltall slik at m # 0 og n # 0. Anta at m | n. La z,
y, og z veere heltall. Anta at
x=y (modm).

Dersom
x =2z (mod n),

finnes det et heltall ¢ slik at 0 <y 4+ im < n og
z=y+im (mod n).
Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [3.2.60| og Proposisjon [3.2.1 U
Eksempel 3.2.64. La z veere et heltall slik at
z=2 (mod 5).
Korollar fastslar at enten
z=2 (mod 10)

eller
z=T7 (mod 10),

siden 2 og 7 er de eneste heltallene som er stgrre enn eller like 0, mindre enn 10 og like
2 + 5i for noen heltall ¢. For eksempel er

12=2 (mod 5),

og
12=2 (mod 10).

Pa en annen side er
17=2 (mod 5),

og
17=7 (mod 10).
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3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Eksempel 3.2.65. La z veere et heltall slik at
z=3 (mod 4).
Korollar fastslar at ett av fglgende er sant:
(1) z=3 (mod 16);
2)
(3) z=11 (mod 16);
(1)

Heltallene 3, 7, 11, og 15 er nemlig de eneste heltallene som er stgrre enn eller like 0,
mindre enn 16 og like 3 + 4¢ for noen heltall ¢. For eksempel har vi:

z =7 (mod 16);

1
z =15 (mod 16).

(1) 19=3 (mod 4) og 19 =3 (mod 16);

(2) 55 =3 (mod 4) og 55 =7 (mod 16);
(3) 91 =3 (mod 4) og 91 =11 (mod 16);
(4) 31 =3 (mod 4) og 31 =15 (mod 16).

Proposisjon 3.2.66. La n veere et heltall. La k vaere et naturlig tall. La x veere et
heltall slik at
=0 (mod n).

Da er
¥ =0 (mod n*).
Bevis. Siden
x=0 (mod n),

har vi: n | z. Det folger fra Proposisjon [2.5.15 at

altsa at

Eksempel 3.2.67. Siden
12=0 (mod 3),

fastlar Proposisjon [3.2.66] at
122=0 (mod 3?),

altsa at
144=0 (mod 9).

Siden 144 = 16 - 9 er dette riktignok sant.
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Eksempel 3.2.68. Siden
—10=0 (mod b5),

fastlar Proposisjon [3.2.66] at
—10>=0 (mod 5%),

altsa at
—1000 =0 (mod 125).

Siden —1000 = —8 - 125 er dette riktignok sant.

Proposisjon 3.2.69. La n vare et heltall. La x og y veaere heltall slik at
x=y (mod n).
La z veere et heltall. Da er sfd(z,n) = sfd(y, n).

Bevis. Siden

r=y (modn),

har vi: n |  — y.. Dermed finnes det et heltall k slik at © —y = kn, altsa y = kn +z. Ut
ifra Lemma er sfd(y,n) = sfd(n, x), altsa sfd(y,n) = sfd(z, n). O

Eksempel 3.2.70. Siden
18 =10 (mod 8),

fastslar Proposisjon|3.2.69|at sfd(18, 8) = sfd(10, 8). Siden sfd(18,8) = 2 og sfd(10,8) = 2,
er dette riktignok sant.

Eksempel 3.2.71. Siden
56 = —98 (mod 77),

fastslar Proposisjon [3.2.69|at sfd(56, 77) = sfd(—98, 77). Siden sfd(56, 77) = 7 og sfd(—98,77) =
7, er dette riktignok sant.

3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

Merknad 3.3.1. Vi skal na se at de algebraiske manipulasjonene med kongruenser, som
vi na har hevist er gyldige, kan hjelpe oss & vise at utsagner om store heltall er sanne
uten a kruke en kalkulator eller en datamaskin.

Proposisjon 3.3.2. Heltallet 220 — 1 er delelig med 41.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden 32 — (—9) = 41, og siden 41 | 41, er 32 = —9 (mod 41). Siden 32 = 25, har
vi dermed:
2°= -9 (mod 41).
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

(2) Det folger fra (1) og Proposisjon [3.2.48| at
(2°)" = (-9)* (mod 41).

Siden
(-9t =91=(9)%- (92 =81-81,

har vi dermed:
220 =81-81 (mod 41).

(3) Siden 81 — (—1) = 82, og siden 41 | 82, er 81 = —1 (mod 41).

(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [3.2.42| at 81 - 81 (mod () — 1) - (—1) (mod 41),
altsa at 81 -81 =1 (mod 41).

(5) Det folger fra (2), (3), og Proposisjon [3.2.33 at 22° =1 (mod 41).

(6) Det folger fra (5) og Korollar [3.2.39| at
220 _1=1-1 (mod 41),

altsa at
220 _1=0 (mod 41).
Det fglger fra (6) og Proposisjon [3.2.13|at 41 | 229 — 1. O

Proposisjon 3.3.3. Heltallet 111333 4+ 333! er delelig med 7.
Bewvis. Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Siden 111 — (—1) =112, og siden 7 | 112, er 111 = —1 (mod 7).
(2) Det folger fra (1) og Proposisjon at
111333 = (=1)33  (mod 7),

altsa at
11133 = -1 (mod 7).

(3) Det folger fra (1) og Korollar [3.2.45| at
3-111=3-(—-1) (mod 7),

altsa at
333=-3 (mod 7).

(4) Det fglger fra (3) og Proposisjon at
(333)3 = (=3)* (mod 7),

altsa at
(333)3 = —27 (mod 7).
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(5) Siden
27— 1=-28,

og siden 7 | 28, er
—27=1 (mod 7).

(6) Det folger fra (4), (5), og Proposisjon [3.2.33| at

(333)>=1 (mod 7).

(7) Det folger fra (7) og Proposisjon [3.2.48| at
((333)%)°" =137 (mod 7),

altsa at
33311 =1 (mod 7).

(8) Det folger fra (2), (7), og Proposisjon [3.2.36 at
11133 £ 3331 = (—1)+1  (mod 7),

altsa at
111333 4+ 3331 =0 (mod 7).

Det folger fra (8) og Proposisjon at 7] 111333 4333111, O
Proposisjon 3.3.4. Summen
420+ -+ 99! + 100!
er kongruent til 9 mod 12.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden 4! =4 x 3 x 2 x 1 =24, og siden 12| 24, er 4! =0 (mod 12).

(2) For hvert naturlig tall m slik at 4 < m < 100, fglger det fra (1) og Korollar [3.2.45
at

4. (5x---xm)=0-(5x---xm) (mod 12),
altsa at
m! =0 (mod 12).

(3) Fra (2) og Proposisjon [3.2.36| folger det at
U214 3+ 414514+ +991 4+ 100! = 11 +2! 431+ 04+0+---+0+0 (mod 12),

altsa at
U424 +99'+ 100! = 11 4+ 2! + 3! (mod 12).
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

(4) Siden
NH+214+31=14+2+6=9

folger det fra (3) at

4204499 +1000 =9 (mod 12).

Proposisjon 3.3.5. La t vere et naturlig tall. Da er 32 + 42/+1 delelig med 13.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Vi har:
3F2 2041 gt g 4 g2ty
— 3.9+ (42 .4
=3"-9+16"- 4.
(2) Siden 16 —3 =13 og 13 | 13, er 16 = 3 (mod 13).
(3) Det fglger fra (2) og Proposisjon at
16" = 3" (mod 13).

(4) Det folger fra (3) og Korollar [3.2.45| at

16'-4=3"-4 (mod 13).

(5) Det folger fra (4) og Korollar [3.2.39| at
3.94+16"-4=3"-9+3"-4 (mod 13),

altsa at
31.94+16"-4=3"-13 (mod 13).

(6) Siden 13 | 3! - 13, fglger det fra Proposisjon at 3'-13 =0 (mod 13).
(7) Det folger fra (5), (6), og Proposisjon at
31.94+16"-4=0 (mod 13).
Det folger fra (1) og (7) at
32 44241 =0 (mod 13).

Det fglger fra Proposisjon [3.2.13 at 13 | 3t+2 4 42t+1,
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Proposisjon 3.3.6. La x vere et naturlig tall. Anta at det finnes et heltall n slik at
n > 0 og

£ =ap- 10" + 251 - 10" L o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall ¢ slik at 0 < ¢ < n, er x; et heltall slik at z; > 0. Da er = delelig
med 9 hvis og bare hvis summen

xotx1+- -+ Tp1t+Tn

er delelig med 9.
Beuvis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden 10— 1=90g 9|9, er 10=1 (mod 9).

(2) La ¢ veere et heltall slik at 0 < i < n. Det folger fra (1) og Proposisjon [3.2.48| at

10" = 1% (mod 9), altsa at
10°=1 (mod9).
(3) Det folger fra (2) og Korollar [3.2.45( at x; - 10° = x; - 1 (mod 9), altsa at

z;-10° = z; (mod 9).

(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [3.2.36| at

T 10" + 2pq - 10" o 29 - 102 + 21 - 101 4 2 - 10°
=xp+Tp1+-+x1+xz0 (mod9),

altsa at
r=xzo+x1 4+ -+ xp-1+x, (mod9).

Anta at 9 | z. Det folger fra Korollar [3.2.30]at 0 = = (mod 9). Da fglger det fra (4) og
Proposisjon [3.2:33] at

O=xzo+x1 4+ +xp_1+2x, (mod9).
Fra Proposisjon deduserer vi at
9| zog+x1 4+ +Tp_1+ Tn.
Dersom 9 | z, har vi dermed bevist at
9| zo+a1 4+ + Tp_1+ Tn.

Anta istedenfor at
9lzo+z1+- +Tp1+ T
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

Det folger fra Proposisjon at
zo+z1+- -+ 1 +2, =0 (mod9).
Da folger det fra (4) og Proposisjon at
z=0 (mod9).
Fra Korollar deduserer vi at 9 | z. Dersom
9| zo+x1+ -+ Tpo1+ zp,

har vi dermed bevist at 9 | .
0

Merknad 3.3.7. Nar vi skriver et heltall, skriver vi akkurat heltall xg, ..., x, for noe
heltall n, slik at ligningen i Proposisjon [3.3.6] stemmer. For eksempel har vi:

1354 =1-1000+3-100+5-10+4-1,

altsa
1354 =1-10°+3-102 +5-10" +4 - 10°.

Med andre ord er x; det i-te heltallet fra hgyre, ved & telle fra 0.

Merknad 3.3.8. Ved a benytte divisjonsalgoritmen, kan det bevises formelt at, for
hvert heltall x, finnes det et heltall n slik at n > 0 og

=y 10" + 2y 1 - 10" oo 29 - 102 + 21 - 101 4 29 - 10°,

hvor, for hvert heltall ¢ slik at 0 < i < n, er z; et heltall slik at 0 < z; < 9. Med andre
ord, gjelder Proposisjon for et hvilket som helst heltall .

Det kan ogsa bevises at heltallene n og xg, x1, ..., , er de eneste slik at ligningen i
Proposisjon [3.3.6] stemmer, og slik at 0 < z; < 9 for hvert .

Imidlertid er disse bevisene ikke spesielt viktige fra et teoretisk synspunkt. Derfor skal
vi hoppe over dem, og ngye oss med Proposisjon [3.3.6

Terminologi 3.3.9. La x vere et heltall. La n veere et heltall slik at n > 0 og
£ =ap- 10" + 251 - 10" o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall ¢ slik at 0 < i < n, er z; et heltall slik at 0 < x; < 9. La i vaere et
heltall slik at 0 < i < n. Vi sier at x; er et siffer av x.

Eksempel 3.3.10. Siden summen av sifrene i 72 er
T+2=09,

og siden 9 | 9, fastslar Proposisjon at 9| 72.

29



Eksempel 3.3.11. Siden summen av sifrene i 154872 er
14+54+4+8+7+2=21,
og siden 9 | 27, fastslar Proposisjon at 9 | 154872.
Eksempel 3.3.12. Siden summen av sifrene i 76253 er
T+6+2+5+3 =23,

og siden det ikke er sant at 9 | 23, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at
9| 76253.

Eksempel 3.3.13. Siden summen av sifrene i 849 er
8+4+9=21,
og siden det ikke er sant at 9 | 21, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at 9 | 849.

Proposisjon 3.3.14. La x veere et naturlig tall. Anta at det finnes et heltall n slik at
n >0 og

£ =ap 10" + 251 - 10" o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall i slik at 0 < 7 < n, er z; et heltall slik at x; > 0. Da er = delelig
med 11 hvis og bare hvis summen

To— 1+ + (_1)71—1 “Tp_1+ (_1)n$n

er delelig med 11.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden 10 — (—=1) =11 og 11 | 11, er 10 = —1 (mod 11).

(2) La ¢ vaere et heltall slik at 0 < i < n. Det folger fra (1) og Proposisjon [3.2.48| at
10° = (—1)* (mod 11).

(3) Det fglger fra (2) og Korollar [3.2.45| at x; - 10° = z; - (—1)* (mod 11), altsa at

z;-10°= (=1)" - 2; (mod 11).

(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [3.2.36| at

Ty - 10"+ g - 10" o 2p - 10% 4+ 2 - 101 4 2 - 10°
(D" + ()" 2y g+ (D 2+ (1) 29 (mod 11)

altsa at
r=xg—x1+ -+ (=" z, 1+ (=1)"z, (mod 11).
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

Anta at 11 | z. Det folger fra Korollar [3.2.30/at 0 = = (mod 11). Da folger det fra (4)
og Proposisjon [3.2.33] at

O=axg—ax1+---+(-1)"'2_ 1 + (-1)"2z, (mod 11).
Fra Proposisjon deduserer vi at
2o —o1+ -+ (=1)" oy g + (—1) 2.
Dersom 11 | z, har vi dermed bevist at
2z —o1 4+ + (=1)"opg + (=1) 2.
Anta istedenfor at
2o —x1 4+ + (=1)" oy g + (1) 2.
Det fglger fra Proposisjon [3.2.13] at
o —a1 4+ (=D)" 2,1+ (-1)"2, =0 (mod 11).
Da folger det fra (4) og Proposisjon at
x=0 (mod 11).
Fra Korollar deduserer vi at 11 | . Dersom
| zg—a1 4+ (D" oy g + (=1)"zy,

har vi dermed bevist at 11 | .

Eksempel 3.3.15. Siden
1-241=0,

og siden 11 | 0, fastslar Proposisjon at 11 | 121.

Eksempel 3.3.16. Siden
3—-54+7-04+6=11,

og siden 11 | 11, fastslar Proposisjon at 11 | 60753.
Eksempel 3.3.17. Siden

2-14+8-249-147=22,
og siden 11 | 22, fastslar Proposisjon at 11 | 7192812.

Eksempel 3.3.18. Siden
9—-1+3-7+4=8,

og siden det ikke er sant at 11 | 8, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at
11 | 47319.

Eksempel 3.3.19. Siden
7T—3+8=12,

og siden det ikke er sant at 11 | 12, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at
11| 837.
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Oppgaver

02.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave 02.1.13. For et hvilket som helst naturlig tall r, la u, betegne det r-te
Fibonaccitallet. Finn sfd (U2793, U462).

Oppgave 02.1.14. For et hvilket som helst naturlig tall r, la u, betegne det r-te
Fibonaccitallet. La | og n veere naturlige tall. Anta at sfd(l,n) = 1. Bevis at wju, | .

Oppgave 03.1.1. Hvilke av de fglgende er sanne?
(1) 123 =155 (mod 4)?
(2) =5 =18 (mod 7)?
(3) 36 = —8 (mod 11)?
Begrunn svarene dine.
Oppgave 03.1.2. Gjgr folgende.
(1) Vis at 53 = 14 (mod 39) og at 196 =1 (mod 39). Deduser at
53 =1 (mod 39).
(2) Vis at 103 = —14 (mod 39). Deduser fra dette og kongruensen 196 =1 (mod 39)
at 1032 =1 (mod 39).
(3) Benytt (1) og (2) for a vise at
531%% +103%
er delelig med 39.
Oppgave 03.1.3. Gjgr fglgende.
(1) Vis at 32 =5 (mod 27).
(2) La t veere et naturlig tall. Benytt (1) for a vise at

25t+1 4 5t+2

er delelig med 27. Tips: Observer at 2% = 32¢.
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Oppgave 03.1.4. La x veare et naturlig tall. Anta at det er et heltall n slik at n > 0

og
£ =ap 10" + 251 - 10" o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall i slik at 0 < ¢ < n, er z; et heltall slik at z; > 0. Gjor folgende.
(1) Visat 10 =4 (mod 6).
(2) La i vaere et naturlig tall. Vis at 10° = 4 (mod 6). Tips: Benytt (1) og induksjon.
(3) Benytt (2) for a vise at = er delelig med 6 hvis og bare hvis summen
ro+4x1 +4x9 + - -+ 4xp_1 + 42y,
er delelig med 6.

(4) Er 1321473 delelig med 6?7 Benytt (3) i lopet av svaret ditt.
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