Forelesning 14 — torsdag den 2. oktober

4.1 Primtall
Definisjon 4.1.1. La n veere et naturlig tall. Da er n et primtall om:
(1) n>2
(2) de eneste naturlige tallene som er divisorer til n er 1 og n.
Eksempel 4.1.2. Siden det ikke er sant at 1 > 2, er 1 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.3. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 2 er 1 og 2. Derfor er
2 et primtall.

Eksempel 4.1.4. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 3 er 1 og 3. Derfor er
3 et primtall.

Eksempel 4.1.5. Siden 2 er en divisor til 4, er 1 og 4 ikke de eneste divisorene til 4.
Derfor er 4 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.6. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 5 er 1 og 5. Derfor er
5 et primtall.

Eksempel 4.1.7. Siden 2 og 3 er divisorer til 6, er 1 og 6 ikke de eneste divisorene til
6. Derfor er 6 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.8. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 7 er 1 og 7. Derfor er
7 et primtall.

Eksempel 4.1.9. Siden 2 og 4 er divisorer til 8, er 1 og 8 ikke de eneste divisorene til
8. Derfor er 8 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.10. Siden 3 er en divisor til 9, er 1 og 9 ikke de eneste divisorene til 9.
Derfor er 9 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.11. Siden 2 og 45 er divisorer til 10, er 1 og 10 ikke de eneste divisorene
til 10. Derfor er 10 ikke et primtall.

Merknad 4.1.12. De fgrste ti primtallene er: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Sjekk om
du er enig om dette!



4.2 Grunnleggende proposisjoner om primtall

Proposisjon 4.2.1. La x vare et heltall. La p veere et primtall. Da er enten sfd(p, z) = 1
eller sfd(p,z) = p.

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner:
(1) siden p er et primtall, er 1 og p de eneste divisorene til p;
(2) sfd(p,z) er en divisor til p.

Det folger fra (1) og (2) at enten sfd(p,z) = 1 eller sfd(p, z) = p.

Eksempel 4.2.2. La x vaere 12, og la p vaere 5. Da er sfd(5,12) = 1.
Eksempel 4.2.3. La x vaere 15, og la p vaere 5. Da er sfd(5,15) = 5.

Merknad 4.2.4. Proposisjon [£.2.1] er selvfplgelig ikke sann om vi ikke antar at p er et
primtall: ellers hadde begrepet «stgrste felles divisors ikke veert veldig nyttig! Hvis for
eksempel z = 12 og p = 8, er sfd(8,12) = 4. Dermed er det ikke sant at sfd(8,12) =1
eller sfd(8,12) = 12.

Korollar 4.2.5. La x vere et heltall. La p veere et primtall. Hvis p |  er sfd(p, z) = p.
Ellers er sfd(p, z) = 1.

Bevis. Anta forst at det ikke er sant at p | x. Vi gjor folgende observasjoner:
(1) ut ifra Proposisjon er enten sfd(p,z) = 1 eller sfd(p, x) = p;
(2) sfd(p,z) er en divisor til z.

Fra (1), (2), og antakelsen at det ikke er sant at p | x, folger det at sfd(p, x) = 1.
Anta istedenfor at p | . Da folger det fra Proposisjon [2.6.21] at sfd(p, x) = p.
O

Eksempel 4.2.6. La z veere 14, og la p vaere 3. Det er ikke sant at 3 | 14. Da fastslar
Korollar at sfd(3,14) = 1, som riktignok er sant.

Eksempel 4.2.7. La x veere 18, og la p veere 3. Det er sant at 3 | 18. Da fastslar Korollar
at sfd(3,18) = 3, som riktignok er sant.

Merknad 4.2.8. Korollar er ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall. Hvis
for eksempel x = 15 og p = 9, er det ikke sant at 9 | 15. Imidlertid er sfd(9,15) = 3,
altsa er det ikke sant sfd(9,15) = 1.

Korollar 4.2.9. La p og g veere primtall slik at p # ¢. La m og n veere naturlige tall.
Da er sfd(p™, ¢") = 1.

Bevis. Ut ifra Korollar er sfd(p, q) = 1. Ved a benytte Proposisjon [2.8.30| og Merk-
nad gjentatte ganger, folger det at sfd(p™,¢") = 1. O
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Eksempel 4.2.10. Korollar fastslar at sfd(33,5%) = 1, altsa at sfd(27,25) = 1.
Dette er riktignok sant.

Eksempel 4.2.11. Korollar fastslar at sfd(20,73) = 1, altsd at sfd(64,343) = 1.
Ved a benytte Euklids algoritme, finner vi at dette riktignok er sant.

Proposisjon 4.2.12. La z og y veere heltall. La p veere et primtall. Anta at p | zy. Da
har vi: p | z eller p | y.

Bevis. Anta at det ikke er sant at p | x. Fra Korollar folger det at sfd(p,z) = 1.
Fra Proposisjon [2.8.22| deduserer vi at p | y. O

Eksempel 4.2.13. La p veere 3. Vi har: 3 | 48, og 48 = 6 - 8. Proposisjon [4.2.12| fastslar
at enten 3 | 6 eller 3 | 8. Det er riktignok sant at 3 | 6.

Eksempel 4.2.14. La p veere 11. Vi har: 11 | 66, og 66 = 3 - 33. Proposisjon 4.2.12
fastslar at enten 11 | 3 eller 11 | 33. Det er riktignok sant at 11 | 33.

Eksempel 4.2.15. La p veere 7. Vi har: 7 | 294, og 294 = 14 - 21. Proposisjon 4.2.12
fastslar at enten 7 | 14 eller 7 | 21. Det er riktignok sant at 7 | 14, og faktisk ogsa sant
at 7 21.

Merknad 4.2.16. Proposisjon er ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall.
Hvis for eksempel z =4, y = 6, og p = 12, har vi: 12| 24. Imidlertid er det ikke sant at
12 | 4, og heller ikke sant at 12 | 6.

Merknad 4.2.17. Eksempel |4.2.15| viser at det er helt mulig at bade p | z og p | y i

Proposisjon [.2.12]

Merknad 4.2.18. Proposisjon er avgjgrende. Den er kjernen til aritmetikkens
fundamentalteoremet, som vi kommer til & se pa snart.

Kanskje ser beviset for Proposisjon lett ut, men Euklids lemma ligger bak det.
Euklids lemma var langt fra lett & bevise: vi matte studere inngaende begrepet <stgrste
felles divisor> og komme fram til Korollar [2.7.6]

Korollar 4.2.19. La n vare et naturlig tall. For hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <17 < n,
la x; veere et heltall. La p veere et primtall. Dersom p | 7 - - - x,,, finnes det et naturlig
tall ¢ slik at 1 <i<mnogp|x.

Bevis. Forst sjekker vi om korollaret er sant nar n = 1. Dette er tautologisk!

Anta na at korollaret har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall. For
hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <47 < m + 1, la x; veere et heltall. Anta at p | x1 -+ Tpyp1.
Vi gnsker a bevise at det finnes et naturlig tall i slik at 1 <i<m+1ogp| z;.

Lax =21 xm, og la y = x,41. Ut ifra Proposisjon er ett av fglgende sant:

(1) p| =

(2) ply, altsa p | zpmt1-



Anta forst at (2) er sant. Da stemmer utsagnet vi gnsker a bevise, ved a la i = m + 1.
Anta istedenfor at (1) er sant. Ut ifra antakelsen at korollaret har blitt bevist nar
n = m, finnes det da et naturlig tall ¢ slik at 1 < i <m og p | z;. Siden 1 < i < m, er
1 <i<m+ 1. Dermed stemmer utsagnet vi gnsker & bevise.
Saledes er korollaret sant nar n = m + 1. Ved induksjon konkluderer vi at korollaret
er sant for alle naturlige tall. O

Eksempel 4.2.20. Vi har: 5| 180 og 180 = 2 - 15 - 6. Korollar [4.2.19| fastslar at et av
folgende er sant: 5 | 2, 5| 15, 5 | 6. Det er riktignok sant at 5 | 15.

Eksempel 4.2.21. Vi har: 3 | 540 og 540 = 6 - 10 - 9. Korollar [4.2.19| fastslar at et av
folgende er sant: 3 | 6, 3 | 10, 3 | 9. Det er riktignok sant at 3 | 6, og faktisk ogsa sant at
319.

Merknad 4.2.22. Korollar 4.2.19| er ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall. Hvis
for eksempel 21 = 8, o = 9, x3 = 11, og p = 6, har vi: 6 | 792. Imidlertid er ikke noe av
folgende sant: 6 | 8, 6| 9, eller 6 | 11.

Korollar 4.2.23. La n vare et naturlig tall. For hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <7 < n,
la p; veere et primtall. La p veere et primtall. Dersom p | py - - - py, finnes det et naturlig
tall ¢ slik at 1 <7 < nogp=p;.

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Ut ifra Korollar [4.2.19| finnes det et naturlig tall 7 slik at 1 <i <n og p | p;.
(2) Siden p; er et primtall, er 1 og p; de eneste divisorene til p;.

Det folger fra (1) og (2) at enten p = 1 eller p = p;. Siden p er et primtall, er p > 2. Vi
konkluderer at p = p;.
O

Eksempel 4.2.24. Vi har: 30 = 2 -3 - 5. Dersom p er et primtall og p | 30, fastslar
Korollar at p er lik ett av 2, 3, eller 5.

Eksempel 4.2.25. Vi har: 441 = 3-3-7-7. Dersom p er et primtall og p | 441, fastslar
Korollar 4.2.23| at p er lik enten 3 eller 7.

Merknad 4.2.26. Korollar [4.2.23| er ikke sant om vi ikke antar at p; er et primtall for
hvert naturlig tall ¢ slik at 1 < ¢ < n. Hvis for eksempel 1 = 7, x9 = 15, og p = 5, har
vi: 715 =105 og 5 | 105. Imidlertid er verken 5 = 7 eller 5 = 15.

Merknad 4.2.27. Korollar|4.2.23|er heller ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall.
Hvis for eksempel x1 = 3, 9 = 23, x3 = 5, og p = 15, har vi: 3-23 -5 = 345 og 15 | 345.
Imidlertid er ikke noe av fglgende sant: 15 = 3, 15 = 23, eller 15 = 5.
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Proposisjon 4.2.28. La p vere et primtall. La a og ¢ veere heltall. Anta at det ikke er
sant at
a=0 (mod p).

Da her kongruensen
ax =c (mod p)

en lgsning, og alle lgsningene til denne kongruensen er kongruent til hverandre modulo
D.

Bevis. Siden det ikke er sant at a = 0 (mod p), folger det fra Proposisjon |3.2.13| at det
ikke er sant at p | a. Siden p er et primtall, fglger det fra Korollar at sfd(a,p) = 1.
Da folger utsagnet fra Korollar [3.4.39 O

Eksempel 4.2.29. Siden 7 er et primtall og det ikke er sant at
4=0 (mod7),

fastslar Proposisjon [4.2.2§] at kongruensen
4r=6 (mod 7)

har en lgsning. Dette er riktignok sant: x = 5 er en lgsning. Proposisjon fastslar i
tillegg at enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent til 5 modulo 7.

Eksempel 4.2.30. Siden 37 er et primtall og det ikke er sant at

12=0 (mod 37),
fastslar Proposisjon at kongruensen
122 =28 (mod 37)

har en Igsning. Dette er riktignok sant: x = 27 er en lgsning. Proposisjon [4.2.28] fastslar
i tillegg at enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent til 27 modulo 37.

Proposisjon 4.2.31. La p veere et primtall slik at p > 2. Da finnes det et naturlig tall
k slik at p — 1 = 2k.

Beuvis. Ut ifra Proposisjon |3.2.1| er ett av fglgende utsagn sant:
(A) p=0 (mod 2);
(B) p=1 (mod 2).

Anta forst at (A) er sant. Da har vi: 2 | p. Siden p er et primtall, er 1 og p de eneste
divisorene til p. Vi deduserer at p = 2. Imidlertid har vi antatt at p > 2. Siden antakelsen
at (A) er sant fgrer til motsigelsen at bade p = 2 og p > 2, konkluderer vi at (A) ikke er
sant.



Derfor er (B) sant. Da folger det fra Korollar 3.2.39| at
p—1=0 (mod 2),

altsa
2|p—1.

Dermed finnes det et heltall & slik at p — 1 = 2k. Siden bade 2 og p — 1 er naturlige tall,
er k et naturlig tall. O

Eksempel 4.2.32. Siden 11 er et primtall og 11 > 2, fastslar Proposisjon at det
finnes et naturlig tall k slik at 10 = 2k. Dette er riktignok sant: vi kan la k veere 5.

Eksempel 4.2.33. Siden 23 er et primtall og 23 > 2, fastslar Proposisjon [4.2.31] at det
finnes et naturlig tall k slik at 22 = 2k. Dette er riktignok sant: vi kan la k veere 11.

4.3 Aritmetikkens fundamentalteorem |

Merknad 4.3.1. Malet vart i denne delen av kapittelet er a gi et bevis for Teorem [4.3.3
For & gjore dette, ma vi forst endre pastanden i Teorem [£.3.3] for & kunne gjennomfore
et bevis ved induksjon. Vi gjorde noe lignende da vi ga et bevis for Korollar [2.7.6] og et

bevis for Korollar [2.10.20; se Merknad og Merknad [2.10.18

Proposisjon 4.3.2. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La [ veere et naturlig tall
slik at 2 <[ < n. Da finnes det et naturlig tall ¢ og, for hvert naturlig tall ¢ slik at i < ¢,
et primtall p;, slik at [ = pyp2 - - - p;.

Beuvis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 2. Da er [ = 2, og utsagnet er:
det finnes et naturlig tall ¢ og, for hvert naturlig tall i slik at ¢ < t, et primtall p;, slik at

2=pip2--pr.

Siden 2 er et primtall, er dette sant: vi lar t = 1, og lar p; = 2.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall
slik at m > 2. La [ veere et naturlig tall slik at 2 < [ < m + 1. Vi gnsker & bevise at
det finnes et naturlig tall ¢t og primtall p;, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, slik at

l=pip2---pr.
Ut ifra definisjonen til et primtall, er ett av fglgende sant:

(1) I er et primtall;
(2) det finnes et naturlig tall a slik at 1 <a <loga |l

Anta fgrst at (1) er sant. Da rekker vi malet ved a la t veere 1 og p; veere [.
Anta istedenfor at (2) er sant. Da finnes det et naturlig tall k slik at 1 < k < [ og
Il =a-k. Vigjer folgende observasjoner.

(1) Sidenl <m+1loga<lI era<m-+1,altsaa<m.
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(2) Sidenl <m+1ogk<l,er k<m+1,altsa k < m.

(3) Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, fplger det fra (1) at det
finnes et naturlig tall s og primtall ¢;, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < s, slik at

a=dqi1q2 - - (s.

(4) Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, folger det fra (2) at det
finnes et naturlig tall s’ og primtall ¢/, for hvert naturlig tall i slik at i < &', slik at

k=qidy - dy-
(5) Det folger fra (4) at:

n = ak
=(q1-.-q5) (¢ - d¥)
=q1...qsq) - Qo

Derfor rekker vi malet ved a la t = s + s’ og
P, itse1<i<t

Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1. Ved induksjon konkluderer vi at den er

sann for alle de naturlige tallene n slik at n > 2.
O

Teorem 4.3.3. La n veare et naturlig tall slik at n > 2. Da finnes det et naturlig tall ¢
og primtall p;, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, slik at n = p1p2 - - - p¢.

Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [£.3.3] ved & la | = n. O

Terminologi 4.3.4. Teorem [4.3.3] og Teorem kalles aritmetikkens fundamentalteo-
rem.

Merknad 4.3.5. Aritmetikkens fundamentalteorem er ett av de vikigste teoremene
i hele matematikken. Det er spesielt viktig i tallteori og algebra, og andre deler av
matematikk som bygger pa disse to, men det dukker opp overalt: til og med i knuteteori!

Eksempel 4.3.6. La n veere 24. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢ og
primtall pq, ..., p; slik at 24 = py - - - p;. Det er riktignok sant at

24=2-2-2-4.
Herert =4, p1 = ps =p3 =2, og py = 3.

Eksempel 4.3.7. La n veere 63. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢ og
primtall p1, ..., p; slik at 63 = p;1 - - - p;. Det er riktignok sant at

63=3-3-7.

Herert=3,p1=p2=3,0gp3=".



Eksempel 4.3.8. La n veaere 143. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢
og primtall py, ..., p; slik at 143 = p; - - - p;. Det er riktignok sant at

143 =11-13.
Herert =2, p; =11, og p2 = 13.

Eksempel 4.3.9. La n vaere 125. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢
og primtall py, ..., p; slik at 125 = p; - - - p;. Det er riktignok sant at

125 =5-5-5.
Her er t = 3, og p1 = p2 = p3 = 5.

Eksempel 4.3.10. La n veere 7623. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall
t og primtall pq, ..., p; slik at 7623 = p; - - - p;. Det er riktignok sant at

7623 =3-3-7-11-11.
Herert:5,p1:p2:3,p3:770gp4:p5:11,

Terminologi 4.3.11. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La t veere et naturlig tall.
For hvert naturlig tall 4 slik at 1 < ¢ <t, la p; veere et primtall. Anta at

Vi sier at produktet py - - - p, er en primtallsfaktorisering av n.

Merknad 4.3.12. Ved a benytte denne terminologien, fastslar Teorem [4.3.3] at hvert
naturlig tall har en primtallsfakorisering.

Merknad 4.3.13. Idéen bak beviset for Proposisjon[£.3.2] og dermed beviset for Teorem
4.3.3], er ganske enkel, og forer til en fin metode for a finne en primtallsfaktorisering til
et naturlig tall i praksis. For & forklare dette, la oss se igjen pa Eksempel [4.3.6]

(1) Vi kan begynne med a observere at 24 = 2 - 12. Siden 12 er ikke er primtall, har
vi ikke rukket en primtallsfaktorisering av 24 enna.

(2) Vi observerer at 12 = 2 - 6. Derfor er
24 =2-2-6.
Siden 6 er ikke er primtall, har vi fremdeles rukket en primtallsfaktorisering av 24..
(3) Vi observerer at 6 = 2 - 3. Derfor er
24=2-2-2-3.

Bade 2 og 3 er primtall. Dermed har vi rukket en primtallsfaktorisering av 24: vi
kan la t vaere 4, py veere 2, pa veere 2, p3 vaere 2, og py veere 3.
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Dette er ikke det eneste gyldige argumentet. Istedenfor kan vi gjer folgende.

(1) Begynn med a observere at 24 = 6 - 4. Siden 6 og 4 ikke er primtall, har vi ikke
rukket en primtallsfaktorisering av 24 enna.

(2) Observer at 6 =2-3 og at 4 = 2 - 2. Derfor er
24=2-3-2-3.

Bade 2 og 3 er primtall. Dermed har vi rukket en primtallsfaktorisering av 24: vi
kan la t vaere 4, py veere 2, pa veere 3, ps veere 2, og py veere 3.

La merke til at primtallene pq, ..., p; er de samme som vi fikk tidligere. Det er kun
rekkefplgene som er annerledes.
Det er dessuten mulig & begynne med & observere at

24 =8-3.

Da kan vi fortsette som ovenfor.
La oss oppsummere.

(1) Siden 24 ikke er et primtall, finnes det minst ett par naturlige tall a og k slik at
24 =ak, 1 <a<24,0g 1 <k < 24. For a finne en primtallsfakorisering av 24, er
det nok & finne en primtallsfaktorisering av a og en primtallsfaktorisering av b.

(2) Hvis bade a og b er primtall, har vi rukket malet. Ellers kan vi uttrykke a eller b,
eller begge to, som et produkt av naturlige tall som er stgrre enn 1. Det er nok a
finne en primtallsfaktorisering av disse naturlige tallene.

(3) Slik fortsetter vi.

Uansett hvilket produkt 24 = ab vi begynner med, viser det seg at vi far den samme
primstallsfaktoriseringen til 24, bortsett fra rekkefglgen av primtallene. Den andre delen
av aritmetikkens fundamentalteorem, som vi kommer til & gi et bevis for senere, fastslar
at dette er tilfellet for et hvilket som helst naturlig tall, ikke kun 24.

Eksempel 4.3.14. La oss gjennomfgre metoden i Merknad for & finne en prim-
tallsfaktorisering til 600. For eksempel kan vi regne som folger:

600 = 50 - 12
= (10-5)-(2-6)
=10-5-2-6
=(5-2)-5-2-(2-3)
=5.2.5.2.2.3.

Dermed er
5-2-5-2-2-3



en primtallsfaktorisering av 600. Ved & endre rekkefslgen av primtallene i denne fakto-
riseringen litt, far vi
2-2.-2-3-5-5.

Vi kan gjennomfgre metoden i Merknad pa mange andre mater. For eksempel kan
vi regne som fglger:

600 = 6 - 100
=(3-2)-(10-10)
=3.2.10-10
=3.2-(2-5)-(5-2)
=3.2.2.5.5.2,

Ved a endre rekkefglgen av primtallene i denne faktoriseringen litt, ser vi at vi har rukket
den samme primtallsfaktoriseringen som ovenfor, nemlig

2.2-2-3-5-5.

Eksempel 4.3.15. La oss gjennomfgre metoden i Merknad [4.3.13| for a finne en prim-
tallsfaktorisering til 126. Vi kan regne som fglger:

126 =2-63
=2-(9-7)
=2-9-7
=2-(3-3)-7
—-92.3.3.7

Dermed er
2-3-3-7

en primtallsfaktorisering av 126.
Alternativt kan vi for eksempel regne som folger:

126 = 3 - 42
=3-(21-2)
=3-21-2
=3-(7-3)-2
=3-7-3-2.

Dermed er
3-7-3-2

en primtallsfaktorisering av 126. Ved a endre rekkefglgen av primtallene i denne fakto-
riseringen litt, ser vi at vi har rukket den sammen primtallsfaktoriseringen som ovenfor,
nemlig

2-3-3-7.

10
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For & gjennomfgre metoden i Merknad [4.3.13] ma vi finne fgrst et naturlig tall som
deler 126. I praksis er det sannsynlig at vi hadde ferst lagt merke til at 2 | 126, og
deretter regnet som ovenfor, ved & begynne med produktet

126 = 2 - 63.

Likevel er alle andre mater a gjennomfgre metoden i Merknad like verdifulle. For
eksempel er det usannsynlig at vi fgrst kommer fram til produktet

126 =14 -9,

men om det er tilfellet, kan vi godt regne som fglger:

126 =14-9
= (7-2)-(3-3)
=7-2-3-3.
Dermed er
7-2-2-3

en primtallsfaktorisering av 126. Ved a endre rekkefglgen av primtallene i denne fakto-
riseringen litt, ser vi at vi har rukket den sammen primtallsfaktoriseringen som ovenfor,

nemlig
2-3-3-7.

Korollar 4.3.16. La n veere et naturlig tall. Da finnes det et naturlig tall ¢, primtall
P1, P2, - - ., Pt, og naturlige tall k1, ks, ..., k; slik at

k k k
n:pll .p22...ptt’

og slik at p; # p; om 7 # j.

Bewis. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall s og primtall ¢1, qo, ..., gs slik at
n=4q1--gs-
La p1, pa, ..., p; veere de primtallene blant ¢1, gs, ..., gs som forblir etter a ha hevde
alle repetisjoner. Da er ¢; # ¢; dersom ¢ # j.
For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, la k; veere antall primtall blant q1, g2, ..., ¢s som

er like p;, altsa antall ledd i produktet ¢ - - - g5 som er like p;. Ved a bytte om rekkefglgen
av primtallene i produktet, er da

n=pip1---pP1-pP2p2---P2 " "PsPs- " Ps-

k1 ganger ko ganger ks ganger

Dermed er
k k
n = pll .. .ptt_
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Eksempel 4.3.17. Ut ifra Eksempel 4.3.14]er 23 - 352 en primtallsfaktorisering til 600.
Eksempel 4.3.18. Ut ifra Eksempel [4.3.15|er 2- 32 - 7 en primtallsfaktorisering til 126.

Korollar 4.3.19. La n veere et naturlig tall slik at n > 1. Da finnes det et primtall p
slik at p | n.

Bewvis. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall ¢ og primtall pi, po, ..., p; slik at

n=pi-pr

Dersom t = 1, er n et primtall. Siden n | n, er korollaret i dette tilfellet.
Dersom ¢t > 1, er

n=(p1-pe-1) P
altsa p; | n. O

Merknad 4.3.20. Et hvilket som helst av primtallene p;, p2, ..., p: kan benyttes
istedenfor p; i beviset for Korollary [4.3.19

Eksempel 4.3.21. Korollar [4.3.19| fastslar at det naturlige tallet 231 er delelig med et
primtall. Siden 231 = 21 - 11, har vi riktignok: 11 | 231.

Eksempel 4.3.22. Korollar [£.3.19] fastslar at det naturlige tallet 24843 er delelig med
et primtall. Siden 24843 = 1911 - 13, har vi riktignok: 13 | 24843.

4.4 Det finnes uendelig mange primtall

Merknad 4.4.1. Ved hjelp av aritmetikkens fundamentalteorem kan vi na bevise et
teorem gar helt tilbake til Antikkens Hellas, og er ett av de meste bergmte teoremene i
hele matematikken.

Teorem 4.4.2. La n veere et naturlig tall. Da finnes det et primtall p slik at p > n.

Bevis. La q veere produktet av alle primtallene som er mindre enn eller like n. Ut ifra
Teorem finnes det et naturlig tall ¢t og primtall pq, ..., p; slik at

qg+1=pi-p
Anta at p; < n. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra definisjonen til g og antakelsen at p; < n, folger det at p; | q.

(2) Siden
g+1l=pi-(p2---pt),
har vi: py | ¢+ 1.

(3) Det folger fra (1) og Proposisjon [2.5.12| at py | —g.
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4.4 Det finnes uendelig mange primtall

(4) Det folger fra (2), (3), og Proposisjon [2.5.24]at p1 | (¢ + 1) — g, altsa at p; | 1.

Siden p; er et primtall, er p; > 2. Det kan ikke veere sant at bade p; | 1 og p1 > 2.
Siden antakelsen at p; < n fgrer til denne motsigelsen, deduserer vi at det ikke er sant

at p1 < n. Derfor er p; > n.
O

Merknad 4.4.3. Det er ikke noe spesielt med p; i beviset for Teorem Det sam-
me argumentet viser at p; > n for alle primtallene p1, p2, ..., pr som dukker opp i
primtallsfaktorisingen til ¢ + 1 i beviset.

Merknad 4.4.4. Teorem fastslar at det finnes uendelig mange primtall: uansett
hvor stort et naturlig tall er, kan vi alltid finne et stgrre primtall.

Eksempel 4.4.5. La oss ga gjennom beviset for Teorem nar n = 14. Det finnes
seks primtall som er mindre enn eller likt 14, nemlig 2, 3, 5, 7, 11, og 13. La q vere
produktet av disse primtallene, altsa

¢q=2-3-5-7-11-13.

Dette produktet er likt 30030. Beviset for Teorem fastslar at hvert primtall i en
primtallsfaktorisering av ¢ + 1, altsa av 30031, er stgrre enn 14. Vi har:

30031 = 59 - 509,

og bade 59 og 509 er primtall. Med andre ord, er primtallet p; i beviset for Teorem [4.4.2
likt 59 i dette tilfellet: det er riktignok at 59 > 14.

Merknad 4.4.6. Ofte er beviset for Teorem misforstatt: det fastslar tkke at ¢ + 1
er et primtall som er stgrre enn n, hvor ¢ er produktet av de primtallene som er mindre
enn eller likt n. Det er sant at ¢ + 1 > n, men det er ikke ngdvendigvis sant at ¢ + 1 er
et primtall. Som vi sa i Eksempel er ¢ + 1 ikke et primtall nar n = 14. Med andre
ord, er

(2-3-5-7-11-13)+1
ikke et primtall: det er delelig med 59 og med 509.

Som vi har sett, fastslar Teorem heller at hvert primtall i en primtallsfaktorisering
av g + 1 er stgrre enn n.

Eksempel 4.4.7. Noen ganger er imidlertid g+1 selv et primtall. La oss ga for eksempel
gjennom beviset for Teorem nar n = 8. Det finnes fire primtall som er mindre enn
eller likt 8, nemlig 2, 3, 5, og 7. La g veere produktet av disse primtallene, altsa

g=2-3-5-T.

Dette produktet er lik 210. Beviset for Teorem fastslar at hvert primtallene i en
primtallsfaktorisering av ¢+ 1, altsa av 211, er stgrre enn 8. Faktisk er 211 et primtall, og
derfor er 211 selv en primtallsfaktorisering, med ett ledd i produktet, av 211. Med andre
ord, er primtallet p; i beviset for Teorem [£.4.2]lik 211 i dette tilfellet: det er riktignok
at 211 > 8.
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Merknad 4.4.8. Argumentet bak beviset for Teorem kan tilpasses for & bevise at
andre lignende pastander sanne. La oss se pa et eksempel.

Proposisjon 4.4.9. La n vere et heltall slik at n > 0. Da finnes det et primtall p slik
at p=3 (mod 4) og p > n.

Beuvis. La q veere produktet av alle primtallene som er mindre enn eller like n, og som
er kongruent til 3 modulo 4. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall ¢ og primtall
P, ..., pt slik at

dq—1=p1--pr
Ut ifra Proposisjon er, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, ett av fglgende sant:

(1) ps =0 (mod 4);
(2) pi=1 (mod 4);
(3) pi =2 (mod 4);
(4) ps =3 (mod 4);

Anta forst at (1) er sant for et naturlig tall ¢ < ¢.. Da folger det fra Korollar [3.2.45| at

(pl o 'pi—l) “Dic (pi+1 o 'pt) = (pl o 'pi—l) -0~ (pi+1 o 'pt) (mOd 4)7

altsa at
4qg—1=0 (mod 4).

Imidlertid er
4¢g—1=3 (mod 4).

Siden 0 # 3, folger det fra Proposisjon [3.2.11| at det ikke kan veere sant at bade
4g—1=0 (mod 4)

og
4g—1=3 (mod 4).

Siden antakelsen at (1) er sant forer til denne motigelsen, konkluderer vi at (1) ikke er
sant.
Anta na at (3) er sant for et naturlig tall ¢ < ¢. Siden 2 | 4, folger det da fra Proposisjon

3.2.54] at p; =0 (mod 2). Da folger det fra Korollar [3.2.45| at
(p1++ pim1) " pi - (Pit1 pe) = (p1-+-pim1) -0 (Pit1---pr)  (mod 2),

altsa at
4g—1=0 (mod 2).

Imidlertid er
4g—1=1 (mod 2).
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4.4 Det finnes uendelig mange primtall

Siden 0 # 1, fglger det fra Proposisjon [3.2.11] at det ikke kan veaere sant at bade
4g—1=0 (mod 2)

og
4g—1=1 (mod 4).

Siden antakelsen at (3) er sant forer til denne motigelsen, konkluderer vi at (3) ikke er
sant.
Anta na at (2) er sant for alle de naturlige tallene i slik at i < t. Da folger det fra

Proposisjon [3.2.42] at
pr---pe=1"  (mod 4),

altsa at
4g—1=1 (mod4).

Imidlertid er
4g—1=3 (mod 4).

Siden 1 # 3, fglger det fra Proposisjon [3.2.11] at det ikke kan veaere sant at bade
4g—1=1 (mod 4)

og
4¢g—1=3 (mod 4).

Siden antakelsen at (2) er sant fgrer til denne motigelsen, konkluderer vi at (2) ikke er
sant for alle de naturlige tallene i slik at 7 < t.

Derfor finnes det et naturlig tall 4, hvor ¢ < ¢, slik at (4) er sant, altsa at p; = 3
(mod 4). Anta at p; < n. Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Siden p; = 3 (mod 4), flger det fra definisjonen til ¢ og antakelsen at p; < n at
pi | q.

(2) Siden
4 —1=p; - (p1-- Pic1Pit1 """ Dt),
har vi: p; | 4¢ — 1.

(3) Det folger fra (1) og Korollar [2.5.18| at p; | 4q.
(4) Det folger fra (2) og Korollar [2.5.18 at p; | —(4q — 1).
(5) Det folger fra (3), (4), og Proposisjon [2.5.24| at p; | 4¢ — (4¢ — 1), altsa at p; | 1.

Siden p; er et primtall, er p; > 2. Det kan ikke veere sant at bade p; | 1 og p; > 2.
Siden antakelsen at p; < n ferer til denne motsigelsen, deduserer vi at det ikke er sant

at p; < n. Derfor er p; > n.
O
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Merknad 4.4.10. De fgrste 10 primtallene som er kongruent til 3 modulo 4 er: 3, 7, 11,
19, 23, 31, 43, 47, 59, og 67. Proposisjon [£.4.9] fastslar at det finnes uendelig mange slike
primtall: nansett hvor stgrt et naturlig tall er, finnes det alltid et primtall kongruent til
3 modulo 4 som er stgrre.

Merknad 4.4.11. Beviset for Proposisjon [4.4.9] gir oss en metode for a finne et primtall
kongruent til 3 modulo 4 som er stgrre enn et bestemt naturlig tall n: ett av primtallene
i en primtallsfaktorisering av 4¢ — 1 er et primtall kongruent til 3 modulo 4, hvor ¢ er
produktet av alle de primtallene mindre enn eller likt 7 som er kongruent til 3 modulo
4.

Eksempel 4.4.12. La n veere 22. Primtallene som er mindre enn eller likt 22, og som
er kongruent til 3 modulo 4, er 3, 7, 11, og 19. La ¢ =3 -7 - 11 - 19, altsd ¢ = 4389. Da
er 4¢ — 1 = 17555. En primtallsfakorisering av 17555 er 5 - 3511. Beviset for Proposisjon
fastslar at enten 5 eller 3511 er stgrre enn 22 og kongruent til 3 modulo 4. Det er
riktignok sant at 3511 > 22 og 3511 = 3 (mod 4).
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Oppgaver

04.1 Oppgaver i eksamens stil
Oppgave 04.1.1. Hvilke naturlige tall z slik at 30 < a < 45 er primtall?
Oppgave 02.1.2. Gjor fglgende.

(1) Skriv ned de forste 10 primtallene p slik at p =5 (mod 6).

(2) La n veere et naturlig tall. Bevis at det er et primtall p slik at p =5 (mod 6) og
p > n. Med andre ord, bevis at det er uendelig mange primtall som er kongruent
til 5 modulo 6. Tips: Se pa 6¢ — 1, hvor ¢ er produktet av alle primtallene som er
mindre enn eller like n og som er kongruent til 5 modulo 6.

02.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta forelesningen

Oppgave 02.2.1. G& gjennom beviset for Teorem nar n = 18. Hva er det minste
primetall stgrre enn 18 som vi far? Tips: 510511 er delelig med 277 og 97, og bade 277
og 97 er primtall.
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