Forelesning 16 — mandag den 13. oktober

5.1 Kvadratiske kongruenser

Merknad 5.1.1. Fra skolen vet du at en ligning
ar’ +br+c=0

har 0, 1, eller 2 Igsningner. Hvis v/b? — 4ac < 0, har ligningen 0 lgsninger. Hvis v/b? — 4ac =
0, har ligningen 1 lgsning. Hvis v/b% — 4ac > 0, har ligningen 2 lgsninger.
Hvis vb% — 4ac > 0, vet dessuten en formell for 4 finne disse lgsningene:

b= Vb2 — 4dac
a 2a '

T

Imidlertid er disse ligningne ofte ikke heltall. Lgsningene til ligningen
2 —2=0

er for eksempel z = £1/2.
I dette kapittelet kommer vi til a se pa heltallslgsninger til kongruenser

ar’ +br+c=0 (mod n).

Terminologi 5.1.2. La n veaere et heltall slik at n # 0. La a, b, og ¢ veere heltall. La z
veere et heltall slik at
ar’ +br+c=0 (mod n).

Da sier vi at x er en lgsning til denne kongruensen.

Terminologi 5.1.3. La n veere et heltall slik at n # 0. La a, b, og ¢ veere heltall. Nar
vi er interessert i heltall x som er lgsninger til kongruensen

ar’ +br+c=0 (mod n),

kalles
ar’ + bz +c=0 (mod n)

en kvadratisk kongruens.
Merknad 5.1.4. Vi skal fokusere pa kongruenser
az’ + bz +c=0 (mod p)

hvor p er et primtall og p > 2.



Merknad 5.1.5. Na har vi blitt fortrolig med algebraiske manipulasjoner med kongru-

enser. Heretter skal vi derfor gi referansen til proposisjonen eller korollaret i som

fastslar at en algebraisk manipulasjon vi benytter er gydlig kun nar dette er uklart.

Lemma 5.1.6. La p veere et primtall slik at p > 2. La a veere et heltall slik at det ikke
er sant at
a=0 (mod p).

Da er det ikke sant at
20 =0 (mod p).

Bewvis. Anta at
20 =0 (mod p).

Fra Proposisjon |3.2.13| har vi da: p | 2a. Siden p er et primtall, folger det fra Proposisjon
4.2.12| at enten p | 2 eller p | a. Imidlertid fastslar folgende observasjoner at verken p | 2
eller p | a er sant.

(1) Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),

folger det fra Proposisjon [3.2.13| at det ikke er sant at p | a.
(2) Det eneste primtallet som deler 2 er 2. Siden p > 2, er det derfor ikke sant at p | 2.

Saledes fgrer antakelsen at 2a = 0 (mod p) til en motsigelse. Vi konkluderer at det ikke
er sant 2a = 0 (mod p). O

Lemma 5.1.7. La p veere et primtall slik at p > 2. La a veere et heltall slik at det ikke
er sant at
a=0 (mod p).

Da er det ikke sant at
4a =0 (mod p).

Bewvis. Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),
fglger det fra Lemma [5.1.6] at det ikke er sant at
2a=0 (mod p).
Dermed fglger det fra Lemma at det ikke er sant at
2(2a) =0 (mod p),

altsa at det ikke er sant at
4a =0 (mod p).
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Lemma 5.1.8. La p veere et primtall slik at p > 2. La a, b, og ¢ veere heltall. Anta at
det ikke er sant at @ = 0 (mod p). Da er x en lgsning til kongruensen

az® +bx+c¢=0 (mod p)
hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
(4a) (az® + bz +¢c) =0 (mod p).
Bewvis. Anta forst at
ax? +br+c=0 (mod p).
Ut ifra Korollar B.2.45 er da
(4a) (ax2 +bz+c)=0 (mod p).
Anta istedenfor at
(4a) (az® + bz +¢c) =0 (mod p).

Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),

folger det fra Lemma at det ikke er sant at
4a=0 (mod p).
Da fglger det fra Proposisjon at
ar’ +bx+c=0 (mod p).

O
Proposisjon 5.1.9. La p veere et primtall slik at p > 2. La a, b, og ¢ veere heltall. Anta

at det ikke er sant at
a=0 (mod p).

La y veere et heltall slik at
y?> =b%> —4ac  (mod p).

La x veere et heltall slik at
2z =y —b (mod p).

Da er
az® +bxr+c¢=0 (mod p).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Vi har:
(2ax + b)? — (b* — dac) = (4a®2* + dabz + b*) — b* + 4dac
:4a(aw2+bm+c).

Dermed er
4a (az® + bx + ¢) = (2az + b)* — (b* — dac).



(2) Siden
2az =y —b (mod p),

er
20z + b=y (mod p).

Det fglger at
(2azx + b)* — (b* — 4ac) = y* — (b* — 4ac) (mod p).
(3) Siden
y?> =% —4ac  (mod p),

er
y?> — (b* —4ac) =0 (mod p).

Det folger fra (1) — (3) at
da (am2 +bz+c)=0 (modp).
Ut ifra Lemma [5.1.8 er da

az’ +bx+c¢=0 (mod p).

Eksempel 5.1.10. La oss se pa kongruensen
22+ 7x+10=0 (mod 11).

Vi har:
72-4.1-10=49—-40=09.

La oss saledes se pa kongruensen
> =9 (mod 11).

Vi har: y = 3 er en lgsning til denne kongruensen.
La oss da se pa kongruensen

(2-1)z=3-7 (mod 11),
altsa kongruensen
2r = —4 (mod 11).

Siden
—4=7 (mod 11),

er et heltall x er en lgsning til denne kongruensen hvis og bare hvis det finnes en lgsning
til kongruensen
2c =7 (mod 11).
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Siden z = 9 er en lgsning til denne kongruensen, er derfor x = 9 en lgsning til kongru-

ensen
20 = -4 (mod 11).

Da fastslar Proposisjon [5.1.9]at x = 9 er en lgsning til kongruensen
224+ 7x4+10=0 (mod 11).

Siden
92 +7.94+10=81+63+10= 154

0og
154 =0 (mod 11),

er dette riktignok sant.

Eksempel 5.1.11. La oss se pa kongruensen
42> 4+ 624+2=0 (mod 7).

Vi har:
62—4-4-2=236—232=4.

La oss séaledes se pa kongruensen
y> =4 (mod 7).

Vi har: y = 2 er en lgsning til denne kongruensen.
La oss da se pa kongruensen

(2-4)x=2-6 (mod7),
altsa kongruensen
8r=—-4 (mod 7).

Siden

—4=3 (modT7)
og

8=1 (mod7),

er et heltall x er en lgsning til denne kongruensen hvis og bare hvis det finnes en lgsning
til kongruensen
x=3 (mod 7).

Siden z = 3 er en lgsning til denne kongruensen, er derfor x = 3 en lgsning til kongru-
ensen

8r=—-4 (mod 7).
Da fastslar Proposisjon at x = 3 er en lgsning til kongruensen

42> +6x4+2=0 (mod 7).



Siden
4-(3°)4+6-34+2=36+18+2="56

og
56 =0 (mod 7),

er dette riktignok sant.

Korollar 5.1.12. La p veere et primtall slik at p > 2. La a, b, og ¢ veere heltall. Anta
at det ikke er sant at

a

0 (mod p).

La y veere et heltall slik at
y? = b% —4ac  (mod p).

La z veere et heltall slik at
2az=y—0b (mod p).

La 2’ veere et heltall slik at

207 = —y —b.
Da er x = 2z og x = 2’ lgsninger til kongruensen
az® +br+c¢=0 (mod p).
Dersom det ikke er sant at
b’ —4ac=0 (mod p),
er det ikke sant at
z=2"(mod p).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Det folger ummidelbart fra Proposisijon at x = z er en lgsning til kongruen-
sen

ar’ +br +c=0 (mod p).
(2) Siden (—y)? = 42 og
y*> = b* —4ac  (mod p),

er
(=y)? =b? — 4ac  (mod p).

(3) Det folger umiddelbart fra (2) og Proposisjon at x = 2/ er en lgsning til
kongruensen

ar’ +bx+c=0 (mod p).
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Anta at

/

z=2"(mod p).

Da er
204z = 2a2’  (mod p).

Det folger at
y—b=—-y—>b (mod p),

altsa at
2y =0 (mod p).

Siden p > 2, er det, ut ifra Proposisjon [2.5.30} ikke sant at p | 2, altsa er det ikke sant at
2=0 (mod p).

Det fglger fra Proposisjon [4.8.28] at

y=0 (mod p).

Da er
y>=0 (mod p).

Derfor er
b> —4ac=0 (mod p).

Saledes har vi bevist at, dersom

/

z=2" (mod p),

er
b¥> —4ac=0 (mod p).

Vi konkluderer at, dersom det ikke er sant at
b> —4ac=0 (mod p),

er det ikke sant at
z=7"(mod p).

Eksempel 5.1.13. La oss se igjen pa kongruensen
224+ 7x4+10=0 (mod 11).

I Eksempel [5.1.10] fant vi at £ = 9 er en Igsning til denne kongruensen. Na skal vi finne
en annen lgsning.
Ut ifra Eksempel [5.1.10| er y = 3 en lgsning til kongruensen

yvP=7"—-4-1-10.



Vi fant lgsningen x = 9 til kongruensen
22+ 7x+10=0 (mod 11)

ved & lgse kongruensen
(2-1)zr=3—-7 (mod 11).

Korollar [5.1.12] fastlar at vi kan finne en annen lgsning til kongruensen
2 _
z*+T7r+10=0 (mod 11)

ved & lgse kongruensen
(2-1)z=-3—-7 (mod 11),

altsa kongruensen
20 =—-10 (mod 11).

Vi har: £ = —5 er en lgsning til denne kongruensen. Derfor er x = —5 en lgsning til
kongruensen
22+ 7 +10=0 (mod 11).

Siden
—5=6 (mod 11),

folger det fra Proposisjon 77 at © = 6 er en lgsning til kongruensen
224+ 7x4+10=0 (mod 11).

Siden
62+7-6+10=88

og 11 | 88, er dette riktignok sant.
Saledes har vi: z = 9 og x = 6 er lgsninger til kongruensen

22+ 7 +10=0 (mod 11).
Siden 72 —4-1-10 = 9, og det ikke er sant at
9=0 (mod 11),

fastslar i tillegg Korollar at disse to lgsningene ikke er kongruent til hverandre
modulo 11. Ut ifra Proposisjon [3.2.11], er dette riktignok sant.

Eksempel 5.1.14. La oss se igjen pa kongruensen
42> +6x4+2=0 (mod 7).

I Eksempel [5.1.11] fant vi at = 3 er en lgsning til denne kongruensen. Na skal vi finne
en annen lgsning.



5.1 Kvadratiske kongruenser

Ut ifra Eksempel er y = 2 en lgsning til kongruensen
=62—-4-4.2.
Vi fant lgsningen x = 3 til kongruensen
42° + 62 +2=0 (mod 7)

ved a lgse kongruensen
(2-4)r=2-6 (modT7).

Korollar fastlar at vi kan finne en annen lgsning til kongruensen
422 +624+2=0 (mod 7)

ved & lgse kongruensen
(2-4)r=-2-6 (modT7),

altsa kongruensen
8r =-8 (mod 7).

Vi har: £ = —1 er en lgsning til denne kongruensen. Derfor er x = —1 en lgsning til
kongruensen
422 +6x4+2=0 (mod 7).

Siden
—1=6 (mod7),

folger det fra Proposisjon 77 at © = 6 er en lgsning til kongruensen
422 +6x4+2=0 (mod 7).

Siden
4-624+6-6+2=182

og 7| 182, er dette riktignok sant.
Saledes har vi: z = 3 og « = 6 er lgsninger til kongruensen

422 + 62 +2=0 (mod 7).
Siden 62 — 4 -4 -2 = 4, og det ikke er sant at
4=0 (mod7),

fastslar i tillegg Korollar at disse to lgsningene ikke er kongruent til hverandre
modulo 7. Ut ifra Proposisjon [3.2.11] er dette riktignok sant.

Terminologi 5.1.15. La a, b, og ¢ vaere heltall. Heltallet b? — 4ac kalles diskriminanten
til a, b, og c.



Notasjon 5.1.16. La a, b, og ¢ vaere heltall. Diskriminanten til a, b, og ¢ betegnes ofte
som A, det greske bokstavet som tilsvarer til bokstavet «d>.

Merknad 5.1.17. La p veere et primtall slik at p > 2. Proposisjon [5.1.9| gir muligheten
til & gjgre enklere teorien til kvadratisk kongruenser modulo p. Tidligere i kurset har vi
rukket en veldig god forstaelse for hvordan lgse linesre kongruenser. Dermed forstar vi
hvordan kongruensen

2ax =y —c¢ (mod p)

i Proposisjon kan lgses.
For a finne en lgsning til en hvilken som helst kvadratisk kongruens, fastslar saledes
Proposisjon [5.1.9| at vi kan fokusere pa kongruenser

y2 =A (mod p),
hvor A er et heltall.

Merknad 5.1.18. Sammenlign Proposisjon med formellen for lgsningene til en
kvadratisk ligning som du kjenner til fra skolen, nevnt i Merknad A siat

_ —b=E Vb2 — 4dac
- 2a

x

er det samme som a si at x er en lgsning til ligningen
2ar =y — b,

hvor y er én av de to mulige lgsningene til ligningen
y? = b? — dac,

det vil si enten

y = Vb% —4dac
y = —V b — 4dac.

Proposisjon [5.1.9| og Korollar [5.1.12] sier at vi kan finne en lgsning til en kvadratisk
kongruens modulo p pa akkurat den samme méaten. Den eneste forskjellen er at vi ikke
alltid kan ta kvadratroten av et heltall og fa et heltall. Med andre ord er det ikke sa lett
a lgse kongruensen

eller

y?> =b* —4ac (mod p)

som & lgse ligningen
y? = b? — dac,

fordi vi er kun interessert i heltallslgsninger til kongruenser. Dermed ma vi studere nar
i moduleer aritmetikk et heltall <har en kvadratrot> som er et heltall. La oss begunne
med dette med en gang!
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5.2 Kvadratiske rester

Definisjon 5.2.1. La p veaere et primtall slik at p > 2. La a vare et heltall slik at det
ikke er sant at
a=0 (mod p).

Da er a en kvadratisk rest modulo p dersom det finnes et heltall x slik at

2?=a (mod p).

Eksempel 5.2.2. Siden 3% =9 og
9=2 (mod7),
er 2 en kvadratisk rest modulo 7.
Eksempel 5.2.3. Siden 42 = 16 og
16 =5 (mod 11),
er 5 en kvadratisk rest modulo 11.

Merknad 5.2.4. A si at a er en kvadratisk rest modulo p er det samme som & si: <a
har en kvadratrot modulo p>.

Proposisjon 5.2.5. La p veere et primtall slik at p > 2. La a veere et heltall slik at det
ikke er sant at

a=0 (mod p).

Da er a en kvadratisk rest modulo p hvis og bare hvis det finnes et heltall r slik at

1<r<p-—1og

r?=a (mod p).

Bevis. Anta fgrst at det finnes et heltall r slik at 1 <r <p—1 og

r?=a (mod p).

Da er a en kvadratisk rest modulo p: la x veere r i Definisjon
Anta istedenfor at a er en kvadratisk rest modulo p. Da finnes det et heltall z slik at

2?=a (mod p).
Ut ifra Proposisjon finnes det et heltall r slik at 0 <r <p—1 og
x=r (mod p).

Anta forst at r = 0. Da er
=0 (mod p).

11



Dermed er
22 =0 (mod p).

Siden

z?=a (mod p),

fglger det at
a=0 (mod p).
Imidlertid har vi antatt at dette ikke er sant. Siden antakelsen at r = 0 fgrer til denne
motsigelsen, deduserer vi at det ikke er sant at r = 0. Dermed er 1 <r <p — 1.
Siden
x=r (mod p),

er

z2=7r? (mod p).
Siden

2?=a (mod p),
fglger det at

r?=a (mod p).

Eksempel 5.2.6. Siden 7% = 49 og
49=4 (mod 5),

er 4 en kvadratisk rest modulo 5. Proposisjon fastslar at det da er et heltall r slik
at:

(1) 1<r<4;
(2) 7=r (mod b5);
(3) 2 =4 (mod 5).
Dette er riktignok sant: vi kan velge r til & veere 2.
Eksempel 5.2.7. Siden 17% = 289 og
280 =3 (mod 11),

er 3 en kvadratisk rest modulo 11. Proposisjon fastslar at det da er et heltall r slik
at:

12
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Dette er riktignok sant: vi kan velge r til a veere 6.

Proposisjon 5.2.8. La p veaere et primtall slik at p > 2. La a vaere et heltall slik at det
ikke er sant at
a=0 (mod p).

Ut ifra Proposisjon finnes det da et heltall r slik at 1 <r <p—1og
a=r (mod p).
Da er a en kvadratisk rest modulo p hvis og bare hvis r er en kvadratisk rest modulo p.

Bewvis. Siden

a=r (mod p),

finnes det et heltall z slik at

z?=a (mod p)

hvis og bare hvis det finnes et heltall x slik at

z2=7r (mod p).

O]

Eksempel 5.2.9. Siden 62 = 36 er 36 en kvadratisk rest modulo et hvilket helst primtall
p slik at p > 2. Siden
36=1 (mod 5),

fastslar Proposisjon [5.2.8[ at 1 er kvadratisk rest modulo 5.
Siden
36 =3 (mod 11),

fastslar Proposisjon [5.2.8 at 3 er kvadratisk rest modulo 11.
Siden
36 =2 (mod 17),

fastslar Proposisjon [5.2.8| at 2 er kvadratisk rest modulo 17.

Eksempel 5.2.10. Siden 82 = 64 er 64 en kvadratisk rest modulo et hvilket helst
primtall p slik at p > 2. Siden
64=4 (mod 5),

fastslar Proposisjon [5.2.8| at 4 er kvadratisk rest modulo 5.
Siden
64=1 (mod7),

fastslar Proposisjon [5.2.8 at 1 er kvadratisk rest modulo 7.
Siden
64=9 (mod 11),

fastslar Proposisjon [5.2.8| at 9 er kvadratisk rest modulo 11.
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Merknad 5.2.11. La oss avgjgre hvilke heltall er kvadratiske rester modulo noen be-
stemte primtall. Det fglger fra Proposisjon og Proposisjon at det er nok a ga
gjennom heltallene 12, 22, ..., (p — 1)? og sjekke hvilke heltall blant 1, 2, ..., p—1 de er
kongruent til modulo p.

Eksempel 5.2.12. La p veere 3. Vi regner som fglger.

r 22 rslikat 1 <r<2oga2?=r (mod 3)
1 1 1
2 4

Dermed er 1 en kvadratisk rest modulo 3, og enhver annen kvadratisk rest modulo 3 er
kongruent til 1 modulo 3.

Eksempel 5.2.13. La p veere 5. Vi regner som fglger.

2 rslikat 1 <r<4ogax?=r (mod5)

x
1
4
9

B W N |8
Y S

16

Dermed er 1 og 4 kvadratiske rester modulo 5, og enhver annen kvadratisk rest modulo
5 er kongruent til enten 1 eller 4 modulo 5.

Eksempel 5.2.14. La p veere 7. Vi regner som fglger.

r 2% rslikat 1 <r<6ogar?=r (mod?7)
1 1 1
2 4 4
3 9 2
4 16 2
5 25 4
6 36 1

Dermed er 1, 2, og 4 kvadratiske rester modulo 7, og enhver annen kvadratisk rest modulo
7 er kongruent til én av disse tre naturlige tallene modulo 7.

Eksempel 5.2.15. La p veere 11. Vi regner som fglger.
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2 rslikat 1 <r<100g 2% =7 (mod 11)

— O A |8

6
25
36
49
64
81
100

© 00 O Ui W N K| &K
= ok O OtW WUl O

—
)

Dermed er 1, 3, 4, 5, og 9 kvadratiske rester modulo 11, og enhver annen kvadratisk rest
modulo 11 er kongruent til én av disse fem naturlige tallene modulo 11.

Merknad 5.2.16. Fglgende proposisjon er motsatt til Proposisjon

Proposisjon 5.2.17. La p veere et primtall slik at p > 2. La a, b, og ¢ veere heltall. La
x veere en lgsning til kongruensen

ar’ +bx+c=0 (mod p).
La y = 2ax + b. Da er y en lgsning til kongruensen
y> =b* —4ac  (mod p).
Bevis. Vi regner som fglger.

y? = (2az + b)?
= 4a*z® + dabx + b*
= b +4a (ax2 + bx)
:b2+4a(aaz2+bm+c—c)
= b+ 4a (ax2 + bz + c) — 4ac.

Siden
ax’ +bxr+¢c¢=0 (mod p),
er
b* + 4a (ax® + bx + ¢) — dac = b* — dac  (mod p).
Dermed er

y? =b% —4ac (mod p).
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Eksempel 5.2.18. Siden
2. (5%) —5+4=49

og
49=0 (mod 7),

er x = 5 en Igsning til kongruensen
202 —x4+4=0 (mod 7).

Da fastslar Proposisjon [5.2.17/at y = 2-2 -5 4 (—1), altsa y = 19, er en lgsning til
kongruensen
> =(-1)-4-2-4 (mod 7),

altsa til kongruensen
y> =31 (mod 7).

Siden
19=5 (mod 7),

, er
y¥?’=25=4 (mod 7).

I tillegg har vi:
—31=4 (mod 7).

Dermed er det riktignok sant at
192 = —31 (mod 7).

Eksempel 5.2.19. Siden
3-(4)+7-44+1=177

0og
77=0 (mod 11),

er x = 3 en lgsning til kongruensen
322+ 7z +1=0 (mod 11).

Da fastslar Proposisjon[5.2.17]at y = 2-3-4+7, altsa y = 31, er en lgsning til kongruensen
v’ =7*-4-3-1 (mod 11),

altsa til kongruensen
y?> =37 (mod 11).

Siden
31=-2 (mod 11),

, er
y>=4 (mod 11).
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I tillegg har vi:
37=4 (mod 11).
Dermed er det riktignok sant at
31 =37 (mod 11).

Lemma 5.2.20. La p veere et primtall slik at p > 2. La a og b veere heltall. Anta at det
ikke er sant at
a=0 (mod p).

Da har kongruensen
2az =y —b (mod p)

en lgsning for et hvilket som helst heltall y.

Bevis. Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),
fglger det fra Lemma [5.1.6| at det ikke er sant at
2a=0 (mod p).

Fra Proposisjon [3.2.13| deduserer vi at det ikke er sant at p | 2a. Da folger det fra
Proposisjon [4.2.28| at kongruensen

2az =y —b (mod p)

har en lgsning nar y — b er et hvilket som helst heltall, altsa nar y er et hvilket som helst
heltall. =

Eksempel 5.2.21. Siden det ikke er sant at
5=0 (mod 3),
fastslar Lemma [5.2.20| at kongruensen
10z =y—6 (mod 3)

har en lgsning for et hvilket som helst heltall y. Nar for eksempel y = 2, er det riktignok
sant at x = 2 er en lgsning til kongruensen

10z = -4 (mod 3).

Nar for eksempel y = 6, er det riktignok sant at x = 0 er en lgsning til kongruensen
10z =0 (mod 3).

Nar for eksempel y = 19, er x = 1 en lgsning til kongruensen

10z =13 (mod 3).
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Korollar 5.2.22. La p veere et primtall slik at p > 2. La a, b, og ¢ veere heltall. Anta
at det ikke er sant at

a=0 (mod p).

Da har kongruensen
az’ + bz +c=0 (mod p)

en lgsning om og bare om b? — 4ac er en kvadratisk rest modulo p.
Bevis. Anta fgrst at kongruensen
ar’ + bz +c=0 (mod p)

har en lgsning. Da fglger det fra Proposisjon at b> — 4ac er en kvadratisk rest
modulo p.

Anta istedenfor at b — 4ac er en kvadratisk rest modulo p. Vi gjer folgende observa-
sjoner.

(1) Ut ifra Lemma [5.2.20, har kongruensen
2ax =y —b (mod p)
en lgsning for et hvilket som helst heltall .

(2) Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),

folger det fra Lemma at det ikke er sant at

4a=0 (mod p).

Det folger fra (1), (2), og Proposisjon at, dersom b? — 4ac er en kvadratisk rest
modulo p, altsa finnes det et heltall y slik at

y?> =b% —4ac  (mod p),

har kongruensen
ar’ + bz +c=0 (mod p)

en lgsning. O
Terminologi 5.2.23. Med andre ord har kongruensen
ar’ + bz +c=0 (mod p)

en Igsning hvis og bare hvis b? — 4ac <har en kvadratiskrot> som er et heltall modulo p.
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5.2 Kvadratiske rester

Eksempel 5.2.24. La oss se pa kongruensen
322+ 5 +4=0 (mod 7).

Vi har:
52 —4.4.3=25—48 = —23,

og
—23=5 (mod 7).

Imidlertid vet vi fra Eksempel [5.2.14] at 5 ikke er an kvadratisk rest modulo 7. Da fglger
det fra Proposisjon at kongruensen

322 +524+4=0 (mod7)
har ingen lgsning.
Eksempel 5.2.25. La oss se pa kongruensen

202 =32z —7=0 (mod 11).

Vi har:
(=3)2—4-2-(=7) =9+ 56 = 65,

og
65 =10 (mod 11).

Imidlertid vet vi fra Eksempel [5.2.15| at 10 ikke er an kvadratisk rest modulo 11. Da
folger det fra Proposisjon [5.2.17] at kongruensen

222 —3r —7=11 (mod 7)
har ingen lgsning.

Merknad 5.2.26. I Merkand [5.1.18]lot vi merke til at finnes noen likheter mellom teori-
en for kvadratiske ligninger og teorien for kvadratiske kongruenser. Na skal vi neermere
a disse likhetene.

Lemma 5.2.27. La p vaere et primtall. La y veere et heltall slik at
y> =0 (mod p).

Da er
y=0 (mod p).

Bewis. Siden
=0 (mod p),

har vi: p | y2. Siden p er et primtall, fglger det fra Proposisjon [4.2.12|at p | y. Dermed er

y=0 (mod p).

19



Eksempel 5.2.28. Siden
64=0 (mod 2),

er y = 8 en lgsning til kongruensen
> =0 (mod 2).

Lemma [5.2.27] fastslar da at
8=0 (mod 2).
Dette er riktignok sant.

Eksempel 5.2.29. Siden
81 =0 (mod 3),

er y =9 en lgsning til kongruensen

y>=0 (mod 3).

Lemma fastslar da at
9=0 (mod 3).

Dette er riktignok sant.

Korollar 5.2.30. La p veere et primtall slik at p > 2. La a, b, og ¢ veere heltall. Anta
at det ikke er sant at
a=0 (mod p).

Da er fglgende sanne.

(A) Dersom b% — 4ac ikke er en kvadratisk rest modulo p, har kongruensen
ar’ +br+c=0 (mod p)
ingen lgsning.

(B) Dersom
b> —4ac=0 (mod p),

har kongruensen
az’ +br+c=0 (mod p)

en lgsning, og alle lgsningene til denne kongruesen er kongruent til hverandre modulo
.

(C) Dersom b? — 4ac er en kvadratisk rest modulo p, og det ikke er sant at
b —4ac=0 (mod p),

har kongruensen
az’ +br+c=0 (mod p)

to lgsninger som ikke er kongruent til hverandre modulo p, og slik at enhver annen
lgsning til kongruensen er kongruent til én av disse to modulo p.
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5.2 Kvadratiske rester

Bewvis. Dersom b? —4ac ikke er en kvadratisk rest modulo p, fplger det fra Korollar|5.2.22
at kongruensen
ar’ +bzr+c¢=0 (mod p)

ikke har en lgsning. Dermed er (A) sant.
Anta na at
b> —4ac=0 (mod p).
Da er y = 0 en lgsning til kongruensen
y?> = b* —4ac  (mod p),
altsa b2 —4ac er en kvadratisk rest modulo p. Det fglger fra Korollar[5.2.22|at kongruensen
ar’+bz+c=0 (mod p)

har en lgsning.
La z vaere et heltall slik at

az? +bz+c=0 (modp).
La 2’ vaere et heltall slik at
a(z)?+bz+c=0 (mod p).

Ut ifra antakelesen at
b¥> —4ac=0 (mod p),

fglger det fra Proposisjon at
(2az + b)?

0 (mod p)

og
(2a2 +b)*=0 (mod p).

Ut ifra Lemma [5.2.27] er da
2az4+b=0 (mod p)

0og
202 +b=0 (mod p).

Med andre ord er bade x = 2 og x = 2’ lgsninger til kongruensen
2ax = —b (mod p).
Da fglger det fra Proposisjon at
z=2"(mod p).
Dermed har vi bevist at, dersom
b —4ac=0 (mod p),

er fglgende sanne:
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(1) kongruensen
ar’ +br+c=0 (mod p)

har en lgsning;
(2) alle lgsningene til kongruensen
ar’ +br+c=0 (mod p)
er kongruent til hverandre modulo p.

Saledes er (B) sant.
Anta na at b> — 4ac er en kvadratisk rest modulo p, og at det ikke er sant at

b> —4ac=0 (mod p).
Ut ifra Korollar [5.1.12| er da bade x = z og x = 2’ lgsninger til kongruensen
ax’ +bxr+c¢=0 (mod p),

og det er ikke sant at
/

z=2 (mod p).
Det fglger fra Proposisjon 77 at enhver annen lgsning til kongruensen
ar’ + bz +c=0 (mod p)
er kongruent modulo p til enten z eller z’. Saledes er (C) sant.
Eksempel 5.2.31. La oss se pa kongruensen

322 =22 4+2=0 (mod 5).

Vi har:
(-2)2—4-3.2=4-24=-20

og
—20=0 (mod 5).

Derfor er y = 0 en lgsning til kongruensen
> =(-2)-4-3-2 (mod 5).
Vi har: = 2 er en lgsning til kongruensen
6x =2 (mod b),

altsa til kongruensen
(2-3)x=0—-(—2) (mod 5).
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5.2 Kvadratiske rester

Det fglger fra Proposisjon [5.1.9]at x = 2 er en lgsning til kongruensen
322 =22 4+2=0 (mod 5).

Siden
(—=2)2—=4-3-2=0 (mod 5),

fastslar Korollar [5.2.30] (B) at alle lgsningene til kongruensen
322 =2 +2=0 (mod 5)
er kongruent til 2 modulo 5.

Eksempel 5.2.32. La oss se pa kongruensen
522 +32x4+3=0 (mod 7).

Vi har:
32-4.5-3=9-60=—51

og
—51=5 (mod 7).

Ut ifra Eksempel [5.2.14]er 5 ikke en kvadratisk rest modulo 7. Da fastslar Korollar [5.2.30]
(A) at kongruensen
522 +3x4+3=0 (mod7)

har ingen lgsning.
Eksempel 5.2.33. La oss se pa kongruensen
622 +2:+5=0 (mod 11).

Vi har:
22 _4.6-5=4-—120=—116

og
—116 =5 (mod 11).

Vi har: y = 4 er en lgsning til kongruensen

y>=5 (mod 11).
Vi har: = 2 er en lgsning til kongruensen

122 =2 (mod 11),

altsa til kongruensen
(2:6)r=4—2 (mod 11).
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I tillegg har vi: z = 5 er en lgsning til kongruensen
122 = —6 (mod 11),
altsa til kongruensen
(2-6)r=-4—2 (mod 11).

Da fastslar Korollar [5.1.12] at © = 2 og x = 5 er lgsninger til kongruensen
6z +2r+5=0 (mod 11)

som ikke er kongruent modulo 11 til hverandre.
Siden det ikke er sant at
5=0 mod 11,

fastslar Korollar [5.2.30| (C) at enhver annen lgsning til kongruensen
62> +2r+5=0 (mod 11)
er kongruent modulo 11 til én av disse to.

Merknad 5.2.34. La oss oppsummere. La p vare et primtall slik at p > 2. Korollar
[£.2:30)] fastslar at diskriminanten avgjor hvor mange lgsninger en kvadratisk kongruens
modulo p har, akkurat som diskriminanten avgjgr hvor mange lgsninger en kvadratisk
ligning her. Det vil si fglgende.

(A) Dersom diskriminanten ikke er en kvadratisk rest modulo p, har kongruensen in-
gen lgsning. Med andre ord, dersom diskriminanten ikke har en <kvadratrot> mo-
dulo p, har kongruensen ingen lgsning.

(B) Dersom diskriminanten er 0, finnes det akkurat én lgsning til kongruensen fra
synspunktet av aritmetikk modulo p, altsa enhver annen lgsning er kongruent mo-
dulo p til denne lgsningen.

(C) Dersom diskriminanten har en kvadratisk rest og ikke er 0, finnes det akkurat
to lgsninger til kongruensen fra synspunktet av aritmetikk modulo p, altsa disse to
lgsningenen ikke er kongruent til hverandre modulo p, og enhver annen lgsning er
kongruent modulo p til én av disse to.

I tillegg fastslar Proposisjon og Korollar |5.1.12] at, i tilfeller (B) og (C), finnes
Igsningene pa en tilsvarende mate som lgsningene til en kvadratisk ligning finnes nar

diskriminanten er 0, og nar diskriminanten er stgrre enn 0.
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Oppgaver

05.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave 05.1.1. Gjor fglgende.
(1) Vis at 12 er en kvadratisk rest modulo 13.

(2) Benytt (1) for a finne en lgsning til kongruensen

322 +7x —11=0 (mod 13).

Oppgave 05.1.2. Har kongruensen
42 + 22 4+1=0 (mod b)

en lgsning?
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