Forelesning 18 — mandag den 20. oktober

4.14 Lagranges teorem
Merknad 4.14.1. Fra skolen kjenner du til at en ligning
ax? +br+c=0

har maksimum to lgsninger. Se Merknad for mer om dette. Kanskje kjenner du
dessuten til noe som er mer generell: en ligning

-1 2
" + ap_12" "+ -+ acx® a1 x+ag=0

har maksimum n lgsninger. I denne delen av kapittelet skal vi bevise at det samme er
tilfellet i moduleer aritmetikk: en kongruens

1

ant™ 4 ap12" N+ 4 asx? + ez +ao =0

har maksimum n lgsninger slik at ikke noe par av disse er kongruent til hverandre modulo
.

Proposisjon 4.14.2. La m veere et heltall. La n veere et naturlig tall. For hvert heltall
i slik at 0 < i < n, la a; vaere et heltall. La x veere et heltall slik at

an™ + ap12" - asz® +az+ag=0 (mod m).
Ut ifra Proposisjon finnes det et heltall r slik at:
(1) 0<r<m-—1;
(2) z=r (mod m).

Vi har:
™ 4 1"+ agr? +ar +ag =0 (mod m).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjon [3.2.48 er

' =r" (mod m)

for hvert naturlig tall ¢ slik at i < n.



(2) Det folger fra (1) og Korollar [3.2.45| at
a;z' = a;rt (mod m)
for hvert naturlig tall 4 slik at ¢ < n.

(3) Det folger fra (2) og Korollar [3.2.36| at

anx™ + ap_12" V+ o+ asx? + a1z

=apr" + an_17" 4+ agr’ +agr (mod m)

(4) Det folger fra (3) og Korollar [3.2.39| at

anx™ + ap_12" 4+ 4 agx® + a1z + ag

=a," +ap_ 1" 4 agr’ 4 ar +ap  (mod m).

Ut ifra Proposisjon [3.2.24] er da

Yo aer? 4 arr + ag

= a2+ ap 12" -+ agr? +ajz +ap  (mod m)

ant” + ap_1r""

Det folger fra (4), antakelsen at
anx” + ap12"  + -+ asax? +a1x+ag =0 (mod m)

og Proposisjon [3.2.33] at

1+...+a2r2—{—a11"—|—a050 (modm)

anr” + ap—1r""
Eksempel 4.14.3. Det kan regnes ut at
162 +3-16 + 4 = 308

og at 308 =44 - 7, altsa at
308=0 (mod 7).

Dermed er x = 16 en lgsning til kongruensen
22 +324+4=0 (mod7).

Siden
16 =2 (mod 7),

fastslar Proposisjon[4.14.2]at z = 2 er ogsa en lgsning til kongruensen. Dette er riktignok

sant.



4.14 Lagranges teorem

Eksempel 4.14.4. Det kan regnes ut at
9% +3-92-16-9+2 =830

og at 830 = 166 - 5, altsa at
830=0 (mod 5).

Dermed er x = 9 en Igsning til kongruensen
2 4+ 322 + 162 +2=0 (mod 5).
Siden
9=4 (mod 5),

fastslar Proposisjon[f.14.2]at = = 4 er ogsa en lgsning til kongruensen. Dette er riktignok
sant.

Lemma 4.14.5. La p veere et primtall. La n veere et naturlig tall. For hvert heltall ¢
slik at 0 < ¢ < n, la a; veere et heltall. La y vaere et heltall. Da finnes det et heltall r og,
for hvert heltall 7 slik at 0 <1 < n — 1, et heltall b;, slik at

anx™ + ap_12" - 4 agz® + a1z + ag
=(z—vy) (bn,lm"_l +byox™ 2+ box® + by + bo) +r
for hvert heltall z.

Bevis. Forst sjekker vi om lemmaet er sant nar n = 1. La by veere aq, og la r veere
a1y + ag. Da er:

(x —y)bo + 7 = ai1(x —y) + (a1y + ao)
=a1r — a1y + a1y + ag
= a1x + ag.

Dermed er lemmaet sant nar n = 1.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vi har:
12" @™ + -+ asa® + a1z + ag

=X ((Lm+1$m + amxm_l + -+ acx + al) + aop.

(2) Ut ifra antakelsen at lemmaet er sant nar n = m, finnes det et heltall 7’ og, for
hvert heltall i slik at 0 < i < m — 1, et heltall ¥}, slik at

-1
A1+ @™+ ar + ag

= (z = y) (V@™ V0™ 2 4 b+ ) 7



(3) La by veere 7. For hvert heltall ¢ slik at 1 < ¢ < m, la b; veere b;_,. La r veere
yr’ + ag. Da er

(x —y) (bmxm b z™ b b+ b()) +7r
= (x = Y) (bn2™ + bp12™ 4 -+ box® + b1x) + (x — y)bo + 7
x(x —y) (bmﬂcm_1 +bm12™ 2 box + br) + xbg — ybo + r

= x((fﬂ —y) (b
= (e —y) (¥
= :1:((9: —y) (b @b, TR e W+ b)) + r/> + ap.

™ 4 by 2™ 4 oz + bl) + bo) —ybo+r

1@ b ™R b+ ) r') —yr' + (yr' + ao)
/
o

(4) Det folger fra (2) at

JI((CC - y) (blrn—l.’Em—l + b’m_2$m_2 4+ b/lx + bé]) + ’I",) + ag

=z (am+1l‘m +ama™ ot agr + al) + ao.

Det folger fra (1), (3), og (4) at

U1 2™+ @™ + -+ agx® 4 arx + ag
=(zr—vy) (bmxm F b1 b by 4 by + bo) + 7.

Dermed er lemmaet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at lemmaet er sant nar n er et hvilket som helst naturlig
tall.
O]

Eksempel 4.14.6. La y veere 3. Da fastslar Lemma at det finnes et heltall r og
et heltall by slik at
MNz+8=(x—3) b+,

for hvert heltall x. Dette er riktigknok sant, ved & la by veere 11, og r veere 41: det
stemmer at
11z +8=(x—3)-11 +41.

Eksempel 4.14.7. La y vere —7. Lemma fastslar at det finnes et heltall r og
heltall by og by slik at

52° + 2z — 3 = (z — (=7)) (b1z + by) + 1,

altsa at
502+ 21 — 3= (x+7) (bix +bo) +7,

for hvert heltall z. Dette er riktigknok sant, ved a la by veere —33, by veere 5, og r veere
228: det stemmer at

522 +2x — 3 = (z +7) (5x — 33z) + 228.
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Eksempel 4.14.8. La y veere 6. Lemma [4.14.5| fastslar at det finnes et heltall r og
heltall by, b1, og be slik at

20° — 82 + 52 — 7= (z — 6) (box® + biz + by) + 7

for hvert heltall x. Dette er riktigknok sant, ved & la by veere 2, by veere 4, by veere 29,
og r veere 167: det stemmer at

20 — 82% + bz — 7 = (z — 6) (22% + 4z + 29) + 167.
Merknad 4.14.9. Utsagnet i Lemma[4.14.5|er: det finnes et heltall r og, for hvert heltall
i slik at 0 < ¢ < n, et heltall b;, slik at
™ 4+ ap_12" -+ agx® + a1z + ag
=(x—vy) (bn_lx"_l + bpox™ 2 4+ by + bz + bo) +r

for hvert heltall . Dette er ikke det samme som & si: gitt et heltall x, finnes det et heltall

r og, for hvert heltall ¢ slik at 0 < ¢ < n, et heltall b;, slik at denne ligningen stemmer.
Den andre pastanden holder muligheten apen for at heltallet r og heltallene b; varierer

avhengig av x. Heltallet r og heltallene b; i Lemma varierer ikke avhengig av z.
Gitt et heltall z, er for eksempel

202 4z — 1= (z—1)(2x + 1) + 2.
Ved & la by veere 1, by veere 2, og r veere 2z, far vi med andre ord at
202 4+ 2 —1=(x—1) (byz +by) + 7.
Imidlertid varierer da r avhengig av x. Hvis for eksempel x = 1, er r = 2, og vi har:
20 +x—1=(z—1)(2z+ 1)+ 2.
Hvis x = 2, er r = 4, og vi har:
20 +x—1=(x—1)2z+1) +4.
Istedenfor kan vi la by veere 1, by veere 2, og r veere 3: da har vi
20 +x — 1= (z—1)(2z +3) + 2.
I dette tilfellet varierer r ikke avhengig av x: uansett hvilket heltall x vi velger, er r = 3.
Merknad 4.14.10. Lemma kan generaliseres. Et uttrkk
anx"” + ap_12" 4+ 4 agx® + a1z + ag,

hvor a; er et heltall for hvert heltall ¢ slik at 0 < i < n, og = er en variabel, kalles et po-
lynom. Det finnes en divisjonsalgoritme for polynom som bygger pa divisjonsalgoritmen
for heltall: vi kan dele et polynom med et annet polynom, og far en kvotient som er et
polynom og en rest som er et heltall. Lemma fglger umiddelbart fra dette.
Imidlertid kommer vi ikke til & trenge et annet sted divisjonsalgoritmen for polynom.
Dessuten ma begrepet < <polynoms defineres formelt, og dette er heller ikke noe vi
kommer et annet sted til & trenge. Derfor skal vi ngye oss med det direkte beviset vi ga

for Lemma [L.14.51



Proposisjon 4.14.11. La p veaere et primtall. La n veere et naturlig tall. For hvert heltall
1 slik at 0 <7 < n, la a; veere et heltall. Anta at det ikke er sant at

ap, =0 (mod p).
Enten har kongruensen
anx; + an_laz?fl 4+ -+ agx? +a1x; +ap =0 (mod p)
ingen lgsning, eller s er der et naturlig tall [ slik at [ < n, og heltall x1, x4, ..., a7, slik
at fglgende er sanne.

(I) For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ <1, er
anal +ap_12l -+ aa? + a1z +ap =0 (mod p).
(IT) La z veere et heltall slik at
2"+ ap_12"" P4 F a2l a1z +ap=0 (mod p).
Da finnes det et naturlig tall  slik at ¢ <[ og z = x; (mod p).

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. La ag og aj veere heltall.
Siden p er et primtall og det ikke er sant at

a1 =0 (mod p),
fglger det fra Proposisjon at det finnes et heltall x slik at fglgende er sanne.
(1) Vihar: a1z = —ag (mod p).
(2) La y veere et heltall slik at a1y = —ag (mod p). Da er z =y (mod p).
Det folger fra (1) og Korollar at
az+ap =0 (mod p).

Saledes er proposisjonen sann nar n =1, ved ala [ =1 og 1 = x.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
For hvert heltall ¢ slik at 0 <¢ < m + 1, la a; veere et heltall. Hvis kongruensen

1 2™ ™+ asx® +arz+ag=0 (mod p)
har ingen lgsning, er proposisjonen sann. Ellers finnes det et heltall y slik at
A1y apy™ + -+ aoy? +ay +ap =0 (mod p).

Ut ifra Lemmal4.14.5|finnes det et heltall r og, for hvert naturlig tall ¢ slik at 0 < ¢ < m,
et heltall b;, slik at

1 2™+ ™ -+ asx® 4+ a1z + ag

=(z—y) (bpa™ + bn_12™ 4 boa® + by + bo) +r
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for hvert heltall x. Ved a la x = y, far vi:
m+1 m 2 _
Am+1Y +any” + -+ ay” +ay tag =1

Siden
am+1ym+1 +amy™ 4+ -+ a2y2 +a1y+ap=0 (mod p),

fglger det at
r=0 (mod p).

Ut ifra Korollar [3.2.39 er dermed

am+1xm+1 + ™ + - -+ asx® + a1z + ag

=(z—vy) (bmmm + b1 4 by 4 by + bo) (mod p)

for hvert heltall .
Anta fgrst at kongruensen

b ™ + byy12™ L 4+ by + by + by =0 (mod p)

har ingen lgsning. Da er proposisjonen sann nar n = m+ 1, ved a la [ veere 1 og x1 veaere

Y.
Anta istedenfor at kongruensen

by ™ + by 1™ 4+ b + bz + by =0 (mod p)
har minst én lgsning. Siden det ikke er sant at
am+1 =0 (mod p),

er det ikke sant at
by, =0 (mod p).

Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, finnes det derfor et naturlig tall
I' og, for hvert naturlig tall 7 slik at 4 < I, et heltall y;, slik at fglgende er sanne.

(A) For hvert naturlig tall ¢ slik at i <1', er

1

bt + b1y 4+ boy? + b1y +bp =0 (mod p).

(B) La z veere et heltall slik at
b 2™ 4 by 12" o be2? 4 bz + b =0 (mod p).

Da finnes det et naturlig tall i slik at ¢ <1’ og z = y; (mod p).

La da [ veere I’ + 1. For hvert naturlig tall 4 slik at ¢ < 1’, la x; veere y;. La x; veere y. Vi
gjor fglgende observasjoner.



(1) Det folger fra (A) og Korollar [3.2.45| at, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ', er
(Wi — y) (Omt)" + b1y 4+ bay? + b1y +bo) = (2 —y) -0 (mod p),

altsa

1

(yi —v) (bmyzn +bmory 4+ bgy? + bry; + bo) =0 (mod p).

Dermed er
(i —y) (bmxln + bm,lxlm_l 4+ ng? + bz + bo) =0 (mod p)
for hvert naturlig tall 4 slik at ¢ < — 1. Siden

am_i_lq:lerl + amx™ + -+ agr? + ayz; + ag
= (z;—y) (bmﬂ:;ﬂ + bm,l:p?%l + -+ bza?? + bix; + bo) (mod p),

fglger det fra Korollar [3.2.33] at
A1 @ @ 4 aga? +a1wi+ag =0 (mod p)
for hvert naturlig tall 7 slik at : <[ — 1.

(2) Siden
A1y T+ amy™ + -+ agy® + a1y +ap =0 (mod p),

er
amﬂx;nﬂ +amzt + -+ azx% + a1+ a9 =0 (mod p).

For hvert naturlig tall 4 slik at ¢ <[, er saledes
ameZmH +amat + -+ agx% +a1z; +ap =0 (mod p).

Dermed er (I) sant.
La na z veere et heltall slik at

12" am2™ 4+t a Faiz+ap=0 (mod p).
Siden

A1 2™+ ap 2™ 4 -+ a2’ + a1z + ag

=(z—v) (bmzm bp12™ 4 bp2 b2+ bg)

er da
(z—v) (bmzm d b1z by 4 b+ bo) =0 (mod p).

Anta at det ikke er sant at
2=y (mod p).
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Ut ifra Korollar [3.2.39 er det da ikke sant at
z—y=0 (mod p).
Det folger da fra Proposisjon at
binz™ 4 byp12™ o bez22 4 bz + by =0 (mod p).

Fra denne kongruensen og (B) deduserer vi at det finnes et naturlig tall ¢ slik at i <1
0g
z=y; (mod p),

altsa slik at ¢ <1 —1 og
z=x; (mod p).

Vi har saledes bevist: dersom
U1 2" 4 A 2™ 4 - F a2’ a1z +ap =0 (mod p),
er enten
z=y (mod p),

altsa
z=x; (mod p),

eller sa finnes det et naturlig tall 7 slik at ¢ <1 —1 og
z=ux; (mod p).

Dermed er (II) er sant.
Saledes er proposisjonen sann nar n = m + 1. Ved induksjon konkluderer vi at propo-
sisjonen er sann for et hvilket som helst naturlig tall n.
O

Terminologi 4.14.12. Proposisjon kalles Lagranges teorem.

Merknad 4.14.13. Med andre ord fastslar Proposisjon 4.14.11] at, dersom det ikke er
sant at

a, =0 (mod p),
finnes det maksimum n Igsninger til kongruensen

1

ant™ 4 ap12" V- Fasx’ + ez +ap =0 (mod p)

slik at ikke noe par av disse lgsningene er kongruent til hverandre modulo p, og slik at
enhver annen lgsning er kongruent modulo p til én av disse lgsningene.



Terminologi 4.14.14. Anta at kongruensen
anx™ + ap_ 12"+ a0z’ + a1z +ag =0 (mod p)

har m lgsninger, hvor m er et heltall slik at 0 < m < n, slik at ikke noe par av disse
m lgsningene er kongruent til hverandre modulo p, og slik at enhver annen lgsning er
kongruent modulo p til én av disse m lgsningene. Da sier vi at kongruensen

At 4+ ap12" V4 asx? +arz +ag =0 (mod p)
har m lgsninger modulo p.

Merknad 4.14.15. Ved a benytte denne terminologien, fastslar Proposisjon [£.14.11] at,
dersom det ikke er sant at
a, =0 (mod p),

finnes det maksimum n lgsninger modulo p til kongruensen
anx™ + ap 12"+ agx® + a1z +ap =0 (mod p).
Eksempel 4.14.16. Proposisjon fastslar at kongruensen
322 +7x—17=0 (mod 5)

har maksimum to Igsninger p. For & vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon
nok & sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 4 er lgsninger.
Vi har folgende. Alle kongruensene er modulo 5.

r =322 +7x—17 Lgsning modulo 57
1 —-13=2 X
2 —-15=0 v
3 —-23=2 X
4 -37=3 X

Saledes har kongruensen
—3224+7x—17=0 (mod 5)
én lgsning modulo 5.
Eksempel 4.14.17. Proposisjon fastslar at kongruensen
222 4+3x+5=0 (mod 7)

har maksimum to Igsninger. For a vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon
4.14.2] nok a sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 6 er lgsninger. Vi har fglgende. Alle
kongruensene er modulo 7.

10
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222 4+ 3z +5 Lgsning modulo 77

x
1 10=3 X
2 19=5 X
3 32=14 X
4 49=0 v
5 70=0 v
6 95=4 X

Saledes har kongruensen
222 +3x+5=0 (mod 7)

to lgsninger modulo 7.
Eksempel 4.14.18. Proposisjon [4.14.11] fastslar at kongruensen
5224+ 7r+6=0 (mod 13)

har maksimum to lgsninger. For & vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon[4.14.2
nok a sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 12 er lgsninger.
Vi har folgende. Alle kongruensene er modulo 13.

r 5x?+4Tr+6 Lgsning modulo 137
1 18=5 X
2 40=1 X
3 72=7 X
4 114 =10 X
5 166=10 X
6 228 =7 X
7 300=1 X
8 382=5 X
9 474=6 X
10 576 =4 X
11 688=12 X
12 810=4 X

Saledes har kongruensen
522 +7x4+6=0 (mod 13)

ingen lgsning modulo 13.
Eksempel 4.14.19. Proposisjon fastslar at kongruensen
-2 +24+1=0 (mod11)

har maksimum tre lgsninger. For a vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon
4.14.2] nok a sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 10 er lgsninger.
Vi har fglgende. Alle kongruensene er modulo 11.

11



22 — 2?2+ 2+1 Lgsning modulo 117

x
1 2 X
2 7 X
3 22=0 v
4 53=9 X
) 106 =7 X
6 187 =0 v
7 302=5 X
8 457=6 X
9 658=9 X
10 911 =7 X

Saledes har kongruensen
3 —22+24+1=0 (mod11)
to lgsninger modulo 11.
Merknad 4.14.20. Hvis vi ikke jobber modulo p, og se istedenfor pa ligningen
anx™ 4+ an_12" "+ -+ agx® + a1z + ag = 0,

fgrer akkurat det samme argumentet som i beviset for Proposisjon 4.14.11] til et bevis
for faktumet nevnt i Merknad [4.14.1} at denne ligningen har maksimum n lgsninger.

Merknad 4.14.21. Proposisjon [4.14.11] er ikke ngdvendigvis sann om vi ikke antar at
p er et primtall. La oss se for eksempel pa kongruensen

24+2z—-2=0 (mod 10).

Vi har folgende. Alle kongruensene er modulo 10.

r 2?4+ 2 -2 Lgsning modulo 10?
10 v
2 4 X
3 10=0 v
4 18=8 X
5 28=8 X
6 40=0 v
7 54=4 X
8§ 70=0 v
9 88=8 X

Saledes har kongruensen
22+ —-2=0 (mod 10)

fire lgsninger modulo 10.

12
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4.15 Wilsons teorem

Merknad 4.15.1. Kanskje ser Lagranges teorem temmelig ungyaktig ut. Det sier ikke
hvor mange lgsninger kongruensen

anl + an127 "+ agx? +ajzi +ag =0 (mod p)
har, og sier ikke hvordan eventuelle lgsninger kan finnes.

Derfor er det lett a tro at Lagranges teorem derfor ikke er sa nyttig. Imidlertid kommer
vi na til & se at Lagranges teorem kan benyttes for a gi et bevis for Proposisjon [£.15.8]
som er bade konkret og eksakt. Beviset for Proposisjon benytter altsa, pa en
interessant mate, et overslag vi far ved a benytte Lagranges teorem som et steg mot a
fastsla at den ngyaktige kongruensen i proposisjonen stemmer.

Fgrst ma vi gjore noen forberedelser.

Lemma 4.15.2. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La x veere et heltall. Det finnes
heltall ag, aq, ..., an_o slik at:

(z—1)(z—=2)-(z—(n—1))
=" V4 a, 02" 2+ a3 P+ + agz® + a1z + ap.
Bevis. Forst sjekker vi om lemmaet er sant nar n = 2. I dette tilfellet er utsagnet at det

finnes et heltall aq slik at
r—1=z—ap.

Ved a la ag veere 1, ser vi at dette riktignok er sant.
Anta na at lemmaet har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall slik at
m > 2. Saledes har det blitt bevist at det finnes heltall by, by, ..., by,—o slik at:

(@ —1)(x—2)--(z— (m—1)
= 2" by 0@ A by 320 -+ by + bia + b

Da er

(x—=1)(x—2)--(x —m)

~(@=D@=2) (= (m=1)) - (@-m)

= (aszl + byp2x™ 2 by g™ 3 4 -+ box? + by + bo) < (z —m).
Produktet

(xm_l + byyox™ 2 f by 4 o boa? + by + bo) “(z—m)
er likt summen av

T (xm—l + bm72xm_2 + bmeIL‘m_?’ + -+ b2$2 + bll‘ + bo)

13



og
—-m (wm_l + bype2x™ 2 f by 4 o box? + by + bo) ,

altsa summen av

(xm + b2 byax™ 2 o £ box® + b2 + boa:)

og
- (mxm_l + Mbpy—22™ 2 4+ Mbyy_32™ 3 + - - 4+ mboa® + mbiz + mbo) .

Denne summen er lik

"4 (b2 +m) 2™ 4 (b3 4 by, _2) 2™ 2 4+ -+ (by + mba) 2%+ (bg + mby) x+mby.
Dermed har vi vist at

(x=1D(x—=2)-(x—m)

= 2™ + (b + m) ™ L+ (b—s + mby_2) 2™ 2 + -« + (by + mby) 22 + (by + mby) = 4+ mby.

La ag vaere mbg. For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < m — 2, la a; veere b;—1 + mb;. La
Am—1 veere by,—o +m. Da er

(r—1)(x—=2)---(x —m)

— M + am_lIm_l + am_me—Q

+ o+ agx® + a1z + ag.

Dermed er lemmaet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at lemmaet er sant for alle de naturlige tallene n slik at
n > 2.
O

Eksempel 4.15.3. Lemma [4.15.2] fastslar at det finnes heltall ag og a; slik at
(z —1)(z —2) = 2% + a1z + ao.

Dette er riktignok sant:
(x—1)(z—2) =2® -3z +2,

altsa kan vi la ag veere 2 og a1 vaere —3.

Eksempel 4.15.4. Lemma fastslar at det finnes heltall ag, a1, as slik at
(x —1)(z — 2)(z — 3) = 2 + agx? + ay2 + ao.
Dette er riktignok sant:
(x —1)(x —2)(z — 3) = 2® — 62> + 11z — 6,

altsa kan vi la ag veere —6, a1 veere 11, og as veere —6.
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4.15 Wilsons teorem

Korollar 4.15.5. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La x veere et heltall. Det
finnes heltall ag, a1, ..., a,_o slik at:

(:U—l)(x—2)---(x—(n—1))—(x"il—l)

= 92" 2+ ap_32" 3 4+ - + a2’ + a1z + ao.
Bevis. Ut ifra Lemma finnes det heltall by, by, ..., b,_1 slik at

(@—1)(@—2)-(z—(n—1))
= 2" 4 b2 4 b3 4 - 4 bya? 4 by + by

Da er

(x—l)(x—Q)---(m—(n—l)) — (m”_l—l)
= (2" + byt P A b3z P o boa® + iz 4+ by) — 2"+ 1
= bn_gx”_2 + bn_gm’n_g + -+ b2$2 +bix + by + 1.

La ag = bg + 1. For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < n — 2, la a; = b;. Da er

(:U—l)(m—Q)---(ﬂ:—(n—l))—(x”_l—l)

- - 2
= ap_9t" 2 4 ap_32" 2 4+ - + asz® + a1z + ao.

Eksempel 4.15.6. Korollar fastslar at det finnes heltall ag og a; slik at
(x—1)(z—2) — (2% — 1) = a1z + ao.
Dette er riktignok sant:
(z—1)(z—2)— (2 —1) = -3z +3,
altsa kan vi la ag veere —3 og a; veere 3.
Eksempel 4.15.7. Korollar fastslar at det finnes heltall ag, a1, as slik at
(x—1)(x—2)(x—3) — (:U3 -1)= asz? 4+ ayx + ap.
Dette er riktignok sant:
(x —1)(x —2)(x —3) = =622 + 11z — 5,
altsa kan vi la ag veere —6, a1 veere 11, og as veere —5.
Proposisjon 4.15.8. La p veere et primtall. Da er

(p—D!'=-1 (mod p).
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Bevis. Anta fgrst at p = 2. Vi har:
2-D)—-(-1)=U-(-1)=1+1=2.

Siden 2 | 2, deduserer vi at
(2—1)!=-1 (mod 2).

Dermed er proposisjonen sann i dette tilfellet.
Anta na at p > 2. La x vaere et heltall. Ut ifra Korollar finnes det heltall ay,
ai, ..., ap—2 slik at

(:L'—l)(x—2)-~(x—(p—1)) — (xp_l —1)
= ap,gxp_2 + ap,gzrp_?’ + -+ asx® + a1z + ao.

Anta at det ikke er sant at
a; =0 (mod p)

for alle heltallene 7 slik at 0 < i < p — 2. La da m veere det stgrste heltallet slik at:
(i) 0<m<p-—2

(ii) det ikke er sant at
(mod p).

S
3
Il
o

Da er
(z—1@x—-2)(z—(p—-1) — (2" ' - 1)
= 4™ + @p12™ 4 -+ a0x® + a1z + ag.
For hvert naturlig tall r slik at » < p — 1 er fglgende sanne.
(1) Siden (r —7) =0, er

(x—l)(x—Q)'--(x—(p—l)):0.

(2) Ut ifra Korollar [4.10.8) er

Pl =1 (mod p).

Dermed er
PPl —1=1-1 (mod p),

altsa
Pt —1=0 (mod p).

(3) Det fglger fra (1) og (2) at

(r=1)(r—2)(r—@-1)-(""1-1)=0 (mod p).

16



4.15 Wilsons teorem

For hvert naturlig tall r slik at » < p — 1, er dermed x = r en Igsning til kongruensen
(z—1)(@x—-2)(z—(p-1)— (21 =1) =0 (mod p),
altsa til kongruensen
amx™ + 1™ 4 agx® + a1z +ag  (mod p).
Saledes har kongruensen
AmZ™ + 1™ 4 -+ a0z + arx + ag (mod p)

minst p — 1 lgsninger.
Siden det ikke er sant at
am =0 (mod p),

folger det pa en annen side fra Proposisjon [£.14.11] at kongruensen
Amx™ + @12+ o+ agz® + a1z + ag (mod p)

har maksimum m Igsninger. Vi har: m < p—2. Dermed har vi en motsigelse: kongruensen
™ + @ 12™ 4 agz® + a1z 4+ ag  (mod p)

kan ikke ha bade minst p — 1 lgsninger og maksimum p — 2 lgsninger.
Vi har saledes bevist at antakelsen at det ikke er sant at

a; =0 (mod p)
for alle heltallene ¢ slik at 0 < ¢ < p — 2 fgrer til en motsigelse. Derfor er
a; =0 (mod p)

for alle heltallene i slik at 0 < i < p— 2.

Det fglger fra Korollar [3.2.45 og Proposisjon [3.2.36] at, for et hvilket som helst heltall
x, er da

(z—1)(z—=2)-(z—(p—1)) — (a:p_l—l)
=0-27240-2"P3+...40-224+0-24+0 (mod p),
altsa
(z-=1D(x—-2)(z—(p-1)) - (:L'p_l—l) =0 (mod p).
La x = 0. Ut ifra den foregaende proposisjonen er

(0—1)(0—2)0'-(07(;071))f(p_l—l)EO (mod p),

altsa
(-1)P7'(1-2---(p—1))+1=0 (mod p).
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Ut ifra Korollar [3.2.39 er dermed
(-1)P"Yp—1)!'= -1 (mod p).

Ut ifra Proposisjon [4.2.31] finnes det et naturlig tall k slik at p — 1 = 2k. Derfor er

Vi konkluderer at

Terminologi 4.15.9. Proposisjon kalles Wilsons teorem.
Eksempel 4.15.10. Siden 3 er et primtall og 3 > 2, fastslar Proposisjon at
3—1)!=-1 (mod 3).

Siden (3 —1)! =2 =2 og
2=-1 (mod 3),

er dette riktignok sant.
Eksempel 4.15.11. Siden 5 er et primtall og 5 > 2, fastslar Proposisjon at
5-—1)!=-1 (mod 5).

Siden (5 —1)! = 4! =24 og
24=-1 (mod 5),

er dette riktignok sant.
Eksempel 4.15.12. Siden 7 er et primtall og 7 > 2, fastslar Proposisjon at
(7T—1)!'=-1 (mod 7).

Siden (7 —1)! = 6! = 720 og
720= -1 (mod 7),

er dette riktignok sant.

Proposisjon 4.15.13. Det naturlige tallet
2-(26!) 4+ 1

er delelig med 29.

Beuvis. Vi gjor folgende observasjoner.
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4.15 Wilsons teorem

(1) Vihar: 2= (—1) - (—2). Derfor er

2.(26!) = (=1) - (—2) - (26)).

(2) Vi har:
—1=28 (mod 29)

og
—2=27 (mod 29).

(3) Det folger fra (2) og Proposisjon [3.2.42| at

(1) (=2) =28-27 (mod 29).

(4) Det folger fra (3) og Korollar [3.2.45| at
(—1)-(=2)- (261) = 28-27-26! (mod 29).
Siden 28 - 27 - (26!) = 28!, er dermed

(—1)-(~2) - (26!) = 28! (mod 29).

(5) Siden 29 er et primtall, fglger det fra Proposisjon 4.15.8 at

28! = -1 (mod 29).

(6) Det folger fra (4), (5), og Proposisjon at
(—=1)-(=2)-(26!)) = -1 (mod 29).
Det folger fra (1) og (6) at
2.(261) = —1 (mod 29).
Ut ifra Korollar [3.2.39 er da
2-(26))+1=-1+1 (mod 29),

altsa
2.(26)+1=0 (mod 29).

Vi konkluderer at 29 | 2 - (26!) 4 1. O

Merknad 4.15.14. Det er naturlig a se forst pa Wilsons teorem som er artig, men ikke
sa viktig fra et teoretisk synspunkt. Imidlertid kommer til & benytte Wilsons teorem i
lgpet av vart bevis for det dypeste teoremet i kurset, Teorem 77!
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5.3 Legendresymbolet

Definisjon 5.3.1. La p veere et primtall slik at p > 2. La a veere et heltall. Legendresym-
bolet til a og p er: 1 dersom a er en kvadratisk rest modulo p; 0 dersom a = 0 (mod p);
og —1 ellers.

Notasjon 5.3.2. La p vaere et primtall slik at p > 2. La a veere et heltall. Vi betegner
Legendresymbolet til a og p som L.

Merknad 5.3.3. La p veere et primtall slik at p > 2. La a veere et heltall. Ved & benytte
Notasjon har vi:

1 dersom a er en kvadratisk rest til p,
L;=40 dersoma=0 (mod p),

—1 ellers.

Merknad 5.3.4. Legendresymbolet til a og p betegnes typisk (a/p), (%), eller (a | p).
Imidlertid har det ingenting & gjgre med bregk, og ingenting & gjere med delbarhet med
p. For a unnga forvirring, skal vi derfor fplge Notasjon [5.3.2]

Eksempel 5.3.5. Fra Eksempel [5.2.12 har vi felgende.

N = O
o

Eksempel 5.3.6. Fra Eksempel |5.2.13| har vi fglgende.

B~ w NN R o
|
—_

Eksempel 5.3.7. Fra Eksempel [5.2.14] har vi fglgende.

ST W= O R
|
—_

20



5.3 Legendresymbolet

Eksempel 5.3.8. Fra Eksempel |5.2.15| har vi felgende.

a
IL‘11

a

0

1

2

3 1
4 1
5 1
6 -1
7T -1
8§ -1
9 1
10 -1
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Oppgaver

04.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave O4.1.11. Vis uten a regne ut at 18- (33!) — 3 er delelig med 37.

Oppgave 05.1.2. Skriv ned Legendresymbolene L{; for alle de heltallene a slik at
0 < a < 10. Tips: Benytt svaret ditt pa Oppgave
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