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Lgsninger til Eksamen

Richard Williamson

11. desember 2014

Innhold
2
)] 2
D) . 2
) 2
)| . 4
4
)] 4
b) .. 6
7
)] 7
b)| .. 7
8
)] 8
b) .. 9
12
12
) 12
D) o 12
........................................... 14



Oppgave 1
a)

Fgrst regner vi ut us:
ug=ugs+u; =14+1=2.

Da er

ug=uzt+us=24+1=3
og

Uus =ug+u3 =3+ 2=>5.
b)
Vi har:

ug—ur=3—-1=2

og 2| 2. Derfor er

ug =up;  (mod 2).
Vi har

Uus — Uy = 5—1=4

og 2| 4. Derfor er
us =uz (mod 2).

c)
Ut ifra b), er utsagnet sant nar n = 1 og nar n = 2.

Anta at utsagnet har blitt bevist nar n = m og nar n = m — 1, hvor m er et gitt
naturlig tall slik at m > 2. Saledes har det blitt bevist at

Um43 = Uy (mod 2)

og at
U(m—1)43 = Um-1 (mod 2),
altsa at
Umts = Uy, (mod 2)
og at

Umt2 = Um—1  (mod 2).

Vi gjor folgende observasjoner.



(1) Ut ifra definisjonen til Fibonaccitallene, er
Um+4 = Um+3 T Um2.
Derfor er

U(m4+1)+3 = Um+4

= Um+3 T Um+2-
(2) Ut ifra antakelsen at
Um+3 = Uy, (mod 2)

og at
Umt2 = Up—1  (mod 2),

er
Umts + Umt2 = Um + Upm—1  (mod 2).

(3) Ut ifra definisjonen til Fibonaccitallene, er

Um + Um—1 = Um+1
Det folger fra (1) — (3) at

U(mt1)43 = Um+1  (mod 2).

Saledes har vi bevist at utsagnet er sant nar n = m + 1.

Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant for et hvilket som helst naturlig tall
n.
Utsagnet kan ogsa bevises pa folgende mate uten a benytte induksjon. Ut ifra defini-
sjonen til Fibonaccitallene, er

Up+3 = Up4+2 + Unt1

og
Up4+2 = Up41 + Up.
Derfor er
Up4+3 = Up+2 + Untl
= (unJrl + Un) + Upt1
= 2Up41 + Up
Vi har:

2upt1 +up =0 Upg1 + up = up,  (mod 2).

Vi konkluderer at
Unt3 = U, (mod 2).



d)
Siden ug7r1 = ugy123.3, folger det fra ¢) ved induksjon at
usr1 = uz  (mod 2).

Siden us = 1, folger det at
us7ry = 1 (mod 2),

altsa at uzy; er et oddetall.

Alternativt kan vi argumentere som fglger. Dersom usy; er et partall, har vi: 2 | ugy.
Siden ug = 2, har vi da: ug | us7;. Det folger da fra et resultat fra kurset at 3 | 371. Siden
dette ikke er sant, konkluderer vi at ug7; ikke er et partall, altsa at ug7; er et oddetall.

Oppgave 2
a)

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vihar: z =1 er en lgsning til kongruensen

172 =1 (mod 4).

(2) Vi har: z = —4 er en lgsning til kongruensen

4dr=1 (mod 17).

(3) Det folger fra (1), (2), og det kinesiske restteoremet at
xr=17-1-34+4-(—-4)-2=19
er en lgsning bade til kongruensen
x=3 (mod4)

og til kongruensen
r=2 (mod 17).

I tillegg fastslar det kinesiske restteoremet at
x=3 (mod4)

0og
x=2 (mod 17)

for et hvilket som helst heltall = slik at
x=19 (mod4-17)

altsa
x=19 (mod 68).



(4) For a lgse kongruensene
192 =1 (mod 68)

0og
68z =1 (mod 19),

benytter vi Euklids algoritme.

68=3-19+11
19=1-11+38
11=1-843
8=2-3+2
3=1-2+41
2=2-1.
Da far vi:
11=68—-3-19
§=19-1-11
=19—-1-(68—-3-19)
=(-1)-68+4-19
3=11-1-8
=(68—-3-19)—1-(4-19—-1-68)
=2-68—-7-19
2=8-2-3
=((-1)-68+4-19)—2-(2-68 —7-19)
=(-5)-68+18-19
1=3-1-2
=(2-68—7-19)—1-((—5)-68+18-19)
=7-68+(—25)-19.
Dermed er x = —25 en lgsning til kongruensen

192 =1 (mod 68),
og x = 7 er en lgsning til kongruensen

68z =1 (mod 19).

(5) Det folger fra (4) og det kinesiske restteoremet at

=19 (—25) 1946873,



altsa © = —7597, er en lgsning bade til
x =19 (mod 68)

og til
r=3 (mod 19).

I tillegg fastslar det kinesiske restteoremet at
x =19 (mod 68)

og
x=3 (mod 19)

for et hvilket som helst heltall z slik at
x = —=7597 (mod 68-19)

altsa
x = —7597 (mod 1292).

Siden
—7597 = 155 (mod 1292),

fglger det at x = 155 er en lgsning bade til
rz =19 (mod 68)

og til
x=3 (mod 19).

(6) Det folger fra (3) og (5) at x = 155 er en lgsning til alle de tre kongruensene i
oppgaven. I tillegg oppfyller = kravet

0 <z <1292.

b)

Anta at det finnes et heltall x slik at disse to kongruensene er sanne.
Siden

x=4 (mod 6),
er

r=4 (mod 3).
Siden

4=1 (mod 3),
fglger det at

r=1 (mod 3).



Siden
x =11 (mod 15),

er
x =11 (mod 3).

Siden
11=2 (mod 3),

fplger det at
r=2 (mod 3).

Det folger at
2=1 (mod 3).

Dette er ikke sant! Vi konkluderer at det ikke finnes et heltall x slik at de to kongruense
i oppgaven er sanne.

Oppgave 3
a)
Vi har: 53 er et primtall. Da fastslar Fermats lille teorem at
32 =1 (mod 53).
Dermed er
3472 — 3997+ — (352)% 34 =19. 30 =81 =28 (mod 53).

Det fglger at
2-312=2.28=56=3 (mod 53).

b)
Vi har:
36 (491) = (~6) - (~3) - (~2) - (~1) - (490)
= (—6)-50-51-52-(49!)
= (—6)-(49!)-50-51-52 (mod 53).
Dermed er

36 - (49!) = (—6) - (52!) (mod 53).

Siden 53 er et primtall, fastslar Wilsons teorem at

52= —1 (mod 53).



Derfor er
(—6) - (52!) = (—6) - (—1) =6 (mod 53).

Dermed er
36-(49!) =6 (mod 53).

Da er
36-(49!) —4-3"? =36-(49) —2- (2-3")=6-2-3=6—-6=0 (mod 53).

Vi konkluderer at
36 - (49!) — 4 - 3472

er delelig med 53.

Oppgave 4
a)

Vi har:
(—21)2 —4-12-8 =57,

Siden
39> =57 (mod 61),

fglger det fra teorien for kvadratiske kongruenser fra kurset at en lgsning til kongruensen
(2-12)x =39 —(—21) (mod 61),

altsa til kongruensen
24x =60 (mod 61),

er en lgsning til den kvadratiske kongruensen i oppgaven. For a lgse kongruensen
24x =60 (mod 61),

benytter vi Euklids algoritme.

61 =2-24413
24=1-13+11
13=1-11+2
11=5-2+1
2=2-1



Da far vi:

13=61—2-24
11=24-1-13
=24—1-(61—2-24)
= (~1)-61+3-24
2=13-1-11
=(61—2-24)—1-((=1)-61+3-24)
—=2.61+(-5)-24
1=11-5-2
= ((=1)-61+3-24) —5-(2-61 + (—5) - 24)
— (—11)- 61428 - 24.

Dermed er x = 28 - 60, altsa z = 1680, en lgsning til kongruensen
24x =60 (mod 61).

Vi konkluderer at x = 1680 er en lgsning til den kvadratiske kongruensen i oppgaven.

b)
Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Vi har:
2382 — 413269 = 42656.
Da er
5.21. 5
nggg = L42137381943 = LZS?SQ : Li§789 : Lg?sg-
(2) Vi har:
5 922)2.9 22)?2
]Li3789 = Liwgg = H‘i37£§9 : Lz213789 =1 L4213789 = L?13789'
Siden
43789 =5 (mod 8),
er L4213789 = _1 Dermed er Li;789 == _].
(3) Siden

43789 =1 (mod 4),

er Liémg = Lgi’mg. Siden
43789 = 17 (mod 31),

43789 _ 117
er L7 = Laj.



(4) Siden 17 er et primtall og
17=1 (mod 4),
er L7 = L31. Siden
31=14 (mod 17),

. L =Lt =187 =1, 1
(5) Siden
17=1 (mod 8),
er L. =1.
(6) Siden

17=1 (mod 4),

er L. =117, Siden
17=3 (mod 7),

17 _ 713
er L;" = L5,

(7) Siden bade

3=3 (mod4)
og

7=3 (mod 4),
er

L3 = -L.

Siden

7=1 (mod 3),
er

LI=1=1.

(8) Det fglger fra (6) og (7) at L], = —1.
(9) Det folger fra (3) — (5) og (8) at
Lisrsg = Li7 - Li; =1-(-1) = -1.

(10) Siden
43789 =1 (mod 4),

er Li3-gq = Ligmg. Siden
43789 =15 (mod 43),

er
43789 _ 115 _ 13 5
]L'43 - I[‘43 - I[‘43 ’ ]L’43'
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(11) Siden bade

3=3 (mod4)
0og

43 =3 (mod 4),
er

Li; = -L3%.

Siden

43=1 (mod 3),
er L33 = L1 = 1. Dermed er L3; = —1.

(12) Siden

5=1 (mod 4),

er L3, = L33, Siden
43 =3 (mod 5),

er Lg?’ = ]Lg.
(13) Siden
5=1 (mod 4),
er ]L% = ]Lg. Siden
5=2 (mod 3),
er L2 = ]L%. Siden
3=3 (mod38),

er L2 = —1.
(14) Det folger fra (12) og (13) at L35 = —1.
(15) Det folger fra (10), (11), og (14) at
Li3rso = Lisrse - Lisrsy = (—1) - (=1) = 1.
(16) Det folger fra (1), (2), (9), og (15) at
L1303 = Li36™ = Lisreo - Lirse - Lo = (-1) - (-1) - 1=1.

Dermed er 42656 er en kvadratisk rest modulo 43789. Vi konkluderer at det finnes to
heltall = slik at 0 < =z < 43789 og z er en lgsning til den kvadratiske kongruensen i
oppgaven.
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Oppgave 5
Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Vi har: 187 = 11-17. Bade 11 og 17 er primtall.
(2) Vihar: (11—-1)-(17—1) =10- 16 = 160.
(3) Vi har: z = —3 er en lgsning til kongruensen
53z =1 (mod 160),
altsa © = 157 er en lgsning til denne kongruensen.
(4) Vi har:

25157 = (257)% . 259 = (—2)?2. 257 = 81104 = 8424 =9 (mod 187).

(5) Nar vi oversetter 9 til et symbol, far vi: I.

Oppgave 6

a)

Vi har: 2, 5, 11, 17, 23.
b)

La q veere produktet av alle de primtallene som er mindre enn eller like n, og som er
kongruent til 2 modulo 3. Ut ifra aritmetikkens fundamentalteorem, finnes det et naturlig
tall ¢ og primtall py, ..., p; slik at

3¢ —1=pi---ps

For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < t, er ett av fglgende er sant:

(1) p; =0 (mod 3);

(2) pi =1 (mod 3);

(3) pi =2 (mod 3).
Anta at det finnes et naturlig tall ¢ slik at (1) er sant. Da har vi: 3 | p;. Siden

3¢—1=(p1- pi-1Pit1" " pt) " Pi;

har vi i tillegg: p; | 3¢ — 1. Derfor har vi: 3 | 3¢ — 1, altsa

3¢=1 (mod 3).
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Imidlertid er
3¢g—1=-1=2 (mod 3).

Siden det ikke er sant at
1=2 (mod 3),

kan det ikke veere sant at bade

3¢g—1=1 (mod 3)
og

3¢—1=2 (mod 3).

Siden antakelsen at det finnes et naturlig tall 7 slik at (1) er sant fgrer til at begge
kongruesene er sanne, konkluderer vi at det ikke finnes et naturlig tall ¢ slik at (1) er
sant.

Dermed er enten (2) eller (3) sant for hvert naturlig tall 7 slik at ¢ < ¢t. Derfor er ett
av fglgende sant.

(A) For alle de naturlige tallene ¢ slik at ¢ < ¢, er

pi =1 (mod 3).

(B) Det minnes minst ett naturlig tall 7 slik at ¢ < ¢ og

pi =2 (mod 3).

Anta at (A) er sant. Da er
3—1=p-p=1-1--1=1 (mod 3),
t ganger

altsa
3¢—1=1 (mod 3).

Som ovenfor, kan dette ikke vaere sant. Siden antakelsen at (A) er sant fgrer til at denne
kongruensen er sanne, konkluderer vi at det ikke finnes et naturlig tall i slik at (A) er
sant.

Derfor er (B) sant, altsa finnes det et naturlig tall 7 slik at i < ¢ og

pi =2 (mod 3).
Anta at p; < n. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden p; =2 (mod 3), folger det fra definisjonen til ¢ og antakelsen at p; < n at
pi | ¢. Da har vi: p; | 3¢.

(2) Siden
3¢—1=(p1- " pi-1pit1- " Pt) " Pi
har vi: p; | 3¢ — 1. Da har vi: p; | —(3¢ — 1), altsa p; | =3¢ + 1.
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(3) Det folger fra (1) og (2) at p; | 3¢ — (3¢ — 1), altsa at p; | 1.

Siden p; er et primtall, er p; > 2. Det kan ikke veere sant at bade p; | 1 og p; > 2. Siden
antakelsen at p; < n fgrer til denne motsigelsen, konkluderer vi at det ikke er sant at

p; < n. Derfor er p; > n.

c)
De primtallene som er mindre enn eller like 14 og som er kongruent til 2 modulo 3 er 2,
5, og 11. En primtallsfaktorisering til 3-(2-5-11) — 1, altsa til 329, er

7-47.

Dermed far vi at p = 47.
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