Lgsninger — Repetisjonsoppgaver ||

Lgsning til Oppgave 1. Forst sjekker vi om utsagnet er sant nar n = 1. I dette tilfellet
er utsagnet at
241 =1 (mod 15),

altsa at
2' =1 (mod 15).

Siden 2% = 16 og
16 =1 (mod 15),

er dette riktignok sant.
Anta at utsagnet har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall. Saledes
har det blitt bevist at
2m =1 (mod 15).

Da er
=1-2* (mod 15).
Vi har:
1-22=16=1 (mod 15)
Dermed er

Saledes er utsagnet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant for et hvilket som helst naturlig tall
n.

Merknad. Det er lett a lgse Oppgave 1 uten & benytte induksjon. Vi har
2= (2" =16m=1"=1 (mod 15).

Lgsning til Oppgave 2. Fogrst sjekker vi om utsagnet er sant nar n = 2 og n = 3. Nar
n = 2 er utsagnet:
Vg = U3 + Uq.

Siden vo = 3 og uz —uy = 2+ 1 = 3, er dette riktignok sant.
Nar n = 3 er utsagnet;:
V3 = Ugq + U2.



Siden v3 =4 og ug = ug + us = 3+ 1 = 4, er dette riktignok sant.
Anta at utsagnet har blitt bevist nar n = m — 1 og nar n = m, hvor m er et gitt
naturlig tall slik at m > 3. Saledes har det blitt bevist at

Um—1 = Um + Um—2
og at
Um = Um+1 + Um—1-

Ut ifra definisjonen til vp,41, er
Um+1 = Um + Um—1-
Dermed er

Um+1 = Um + Um—1
= (um—i—l + um—l) + (um + um—Z)

= (Um41 + Um) + (Um—1 + Um—2) .
Ut ifra definisjonen til w12, er
Um+2 = Um+1 + U,
Ut ifra definisjonen til u,, er
Uy, = Upp—1 + Upp—2-

Derfor er

(um—H + um) + (um—l + um—Z) = Umt2 + Uy = U(m+1)+1 + U(m+1)—1-

Dermed er
Umn41 = U(m+1)+1 T U(m41)—1-
Saledes er utsagnet sant nar n = m + 1.

Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant for et hvilket som helst naturlig tall
n slik at n > 2.

Lgsning til Oppgave 3. Forst sjekker vi om utsagnet er sant nar n = 1. I dette tilfellet
er utsagnet at

U2 = U241 — U2,
altsa at

ug = U3z — ug.

Siden ug = 1 og ug —ug = 2 — 1 = 1, er dette riktignok sant.
Anta at utsagnet har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall. Saledes
har det blitt bevist at

U2 + 2ug + 3ug + - - - + MUy, = MUZML1 — U2,



Da er
ug + 2ug + 3ug + - - + mugp + (M + ug(mi1)
= (muzm+1 — u2m) + (M + Dug@ni)
= MUAm+1 — U2m T MU(m41) + U2(m+1)
= MUM+1 — U2m + MU2M+2 + U2m+2

= MUm+1 + MU2M 12 — U2m + U2m 42

= m (U2m+1 + U2m+2) — U2m + U2m42-
Ut ifra definisjonen til ugy,+3, €r uom43 = Uamt1 + Uzm+2. Dermed er
M (U241 + U2m+2) — U2m + U2m42 = MUZm43 — U2m + U2m2.
Ut ifra definisjonen til ug,,y2, er
U2m+2 = U2m + U2m+1,

altsa er
U2m = U2m+2 — U2m+1-

Da er
MUIM+3 — U2m + U2mt2 = MU2m+3 — (U2m+2 — U2m1) + U2ms2

= MU2m+3 — U2m+2 + U2m+1 T+ U2m+2

= Mu2m+3 + U2m+1-

Det fglger fra ligningen
U2m+43 = U2m+1 + U2m+2

at
U2m+1 = U2m~+3 — U2m+1-
Derfor er
MUIM43 + U2m+1 = MU2m+3 + (U2m43 — U2m+1)
= (m+ ugmys — Uzmo1
= Ug(m+1) — U2(m+1)—1-
Dermed er

ug + 2ug + 3ug + -+ Mugm + (M 4 DUs(mg1) = Ua(mg1) — U2(mt1)—1-

Saledes er utsagnet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant for et hvilket som helst naturlig tall

n.



Lgsning til Oppgave 4. Forst sjekker vi om utsagnet er sant nar n = 1 og n = 2. Nar
n = 1 er utsagnet:
2171y =1 (mod 5),

altsa at
2%, =1 (mod 5)

Siden u; =1, er 2%u; =1-1 =1, altsa er det riktignok sant at
2% =1 (mod 5).

Nar n = 2 er utsagnet:
22"y =2 (mod 5),

altsa at
2upg =2 (mod 5).

Siden uy = 1, er 2uy = 21 = 2, altsa er det riktignok sant at
2ug =1 (mod 5).

Anta at utsagnet har blitt bevist nar n = m — 1 og nar n = m, hvor m er et gitt
naturlig tall slik at m > 2. Saledes har det blitt bevist at

2" 2, 1 =m—1 (mod 5)

og at
2" Yy =m  (mod 5).

Ut ifra definisjonen til w41, er

Um+1 = Um + Um—1-

Dermed er
2(m+1)71um+1 _ 2mum+1
= 2" (U1 + Um)
=2"Upm—1 + 2" U,
=22 (2" 2up1) + 2 (27" Ty,
=22.(m—-1)+2-m (mod5)
Vi har:

22.(m—1)4+2-m=4m—-1)+2m=6m—4=m+1 (mod 5).

Dermed er

2+ D)=1y 1 =m+1 (mod5).

Saledes er utsagnet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at utsagnet er sant for et hvilket som helst naturlig tall.



