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Oppgave 1

La n veere et naturlig tall. Bevis at det finnes et primtall p slik at p > n og p = 3
(mod 4). Tips: La q veere produktet til alle primtallene som er mindre enn eller like n,
og som er kongruent til 3 modulo 4. Benytt en primtallsfaktorisering til 4¢ — 1.

Hvordan Igse oppgaven?

Begynnelsen og slutten pa en slik oppgave er alltid den samme. Vi begynner med a
benytte oss av aritmetikkens fundamentalteorem: det finnes en primtallsfaktorisering til
4q — 1. Det vil si: det finnes et naturlig tall ¢ og primtall py, ps, ..., p: slik at

4qg — 1 =pip2---ps.

Na& gnsker vi & bevise at minst ett av primtallene py, po, ..., p; har det samme egenskapet
som star i oppgaven, altsa at minst ett av primtallene py, po, ..., p: er kongruent til 3
modulo 4.

Hvorfor kan vi fullfgre beviset gitt at dette er sant?
La oss anta at p; har det samme egenskapet som star i oppgaven, altsa at
pi =3 (mod 4).

Vi gjennomfgrer fglgende argument for & vise at p; > n, som i alt vesentlig er det samme
nar vi lgser en hvilken som helst lignende oppgave.

(1) Anta at p; < n. Vi gnsker a vise at dette fgrer til en motsigelse.

(2) Siden p; har det samme egenskapet som star i oppgaven, er p; et ledd av ¢. Derfor
har vi: p; | q.



(3) Siden p; er i tillegg et ledd av primtallsfaktoriseringen til 4¢ — 1, har vi i tillegg:
pi|4g—1.

(4) Vi benytter (2) og (3) for a vise at p; | 1. Vi kan for eksempel observere at det
folger fra (2) at p; | 4¢, og at det folger fra (3) at p; | —(4¢ — 1). Da folger det at

pi | 4q + (=(4g = 1)),
altsa at p; | 1.

(5) Na observere vi at vi har en motsigelse: siden p; | 1, er p; < 1, men siden p; er et
primtall, er p; > 2.

Siden antakelsen at p; < n forer til en motsigelse, konkluderer vi at det ikke er sant at
p; < n, altsa at p; > n.

Hvordan kan jeg bli fortrolig med dette argumentet?

Prgv & gjennomfere det i alle de seks eksemplene pa pastand som ligner pa Oppgave 1
som vi har sett i kurset.

(1) Benytt en primtallsfaktorisering til uttrykket som er relevant, 4g—1 i dette tilfellet.

(2) Anta at det kan vises at minst ett av primtallene i denne primtallsfaktorisering
har det samme egenskapet som primtallene pastanden handler om.

(3) Anta at dette primtallet er mindre enn er likt n. Vis da at vi far en motsigelse pa
en lignende mate som ovenfor.

(4) Konkluder at dette primtallet er stgrre enn n.

Hyvis en slik oppgave dukker opp pa eksamen, blir du gitt en god del av poengene om du
kan begynne og avslutte beviset riktig pa denne maten.

Hvordan kommer jeg fram til det riktige utsagnet a se pa?

Det riktige utsagnet, 4q¢ — 1 i dette tilfellet, er ikke lett & gjette i det hele tatt. Det blir
alltid gitt som et tips i oppgaven.

Hvordan gjennomfgre jeg midten av beviset?

Det vil si: hvordan kan det vises at minst ett primtallene i en primtallsfaktorisering til
uttrykket vi jobber med, 4q — 1 i dette tilfellet, har det samme egenskapet som star
i oppgaven? Det finnes ingen generell oppskrift, men noen typer argumenter er ofte
relevant.



Hva er disse?

Nar vi har et uttrykk som er lineser, som 4¢ — 1 her, pleier vi & dele i tilfeller modulo
koeffisienten til ¢: hvert av primtallene p; i primtallsfaktoriseringen til 4¢—1 er kongruent
til 0, 1, 2, eller 3 modulo 4. Dette er ikke noe dypt: det sier egentlig at vi far 0, 1, 2,
eller 3 som rest nar vi deler p; med 4.

Forst viser vi at det er umulig at p; = 0 (mod 4), og i tillegg umulig at p; er kongruent
til et hvilket som helst av mulighetene r slik at sfd(4,7) # 1, nemlig 2 i dette tilfellet.

Hvordan viser jeg dette?

Dersom p; =0 (mod 4), har vi: 4 | p;. Dette er umulig siden p; er et primtall.
Dersom p; = 2 (mod 4), har vi:

Siden p; er ett ledd av primtallsfaktoriseringen til 4g — 1, er da
4g—-1=0 (mod 2).
Siden
4=0 (mod 2),
er imidlertid
4g—1= -1 (mod 2),
altsa er
4g—1=1 (mod 2).
Dermed er bade
4g—1=0 (mod 2)
og
4g—1=1 (mod 2).
Siden det ikke er sant at 0 =1 (mod 2), er dette umulig.

Hva gjgr jeg da?

Siden det er umulig at p; = 0 (mod 4) eller p; = 2 (mod 4), er enten p; = 1 (mod 4)
eller p; =3 (mod 4). Husk na at malet er a vise at minst ett av primtallene pq, po, ...,
p¢ er kongruent til 3 modulo 4.

Hvordan kan dette ikke veere sant? Siden enten p; = 1 (mod 4) eller p; = 3 (mod 4)

for alle primtallene pi, p2, ..., pt, er den eneste muligheten: p; = 1 (mod 4) for alle
primtallene p1, po, ..., p;.
For & vise at minst ett av primtallene p1, po, ..., ps er kongruent til 3 modulo 4, er

det derfor nok & vise at det er umulig at alle er kongruent til 1 modulo 4.
Logikken er litt subtil her! Ga gjennom argumentet flere ganger, til du blir fortrolig
med det.



Hvordan gjgr jeg det?
Anta at p; =1 (mod 4) for alle primtallene py, po, ..., p;. Daer

t ganger

Dermed er
4g—1=1 (mod 4).

Siden 4 = 0 (mod 4), er imidlertid
4g—1=-1 (mod 4),

altsa er
4¢g—1=3 (mod 4).

Dermed er bade
4g—1=1 (mod 4)

og
4g—1=3 (mod 4).

Det er ikke sant at
0=3 (mod 4).

Konklusjon

Vi konkluderer at minst ett av primtallene py, po, ..., p: er kongruent til 3 modulo 4.

Vi har rukket malet!

Hvordan kan je bli fortrolig med dette argumentet?

Prgv a vise at at minst ett av primtallene i en primtallsfaktorisering til 6¢—1 er kongruent

til 5 modulo 6.

(1) Vi at hvert primtall i primtallsfaktoriseringen til 6¢ — 1 er kongruent enten til 1
modulo 6 eller til 5 modulo 6, ved & vise at det er umulig at primtallet er kongruent

til 0, 2, 3, eller 4 modulo 6.

(2) Vis at det er umulig at alle primtallene i primtallsfaktoriseringen til 6g — 1 er

kongruent til 1 modulo 6.



Oppsummering

Et svar pa Oppgave 1 har tre deler.
(1) Begynnelsen: benytt en primtallsfaktorisering til 4q — 1.

(2) Midten: vis at minst ett av primtallene i denne primtallsfaktoriseringen har det
samme egenskapet som star i oppgaven, det vil si er kongruent til 3 modulo 4.

(3) Slutten: anta at dette primtallet er mindre enn eller likt n, og vis at vi da far en
motsigelse. Konkluder at dette primtallet er stgrre enn n.

Et svar pa en hvilken som helst oppgave som ligner pa Oppgave 1 har de samme tre
delene. Delene (1) og (3) er kan gjennomfgres pa nesten den samme maten i alle slike
oppgaver.

Det er (2) som ma tilpasses hver gang: hvis du ikke far dette steget til, er det helt fint
pa eksamen a anta at det kan vises, og forklare hvordan beviset kan fullfgres deretter.

Oppgave 2

La n veaere et naturlig tall. Bevis at det finnes et primtall p slik at p > nogp =7
(mod 8). Tips: La q veere produktet til alle primtallene som er mindre enn eller like n,
og som er kongruent til 7 modulo 8. Benytt en primtallsfaktorisering til 8¢> — 1. Benytt
i tillegg at, dersom et primtall deler 8¢> — 1, deler det ogsa (4¢)? — 2, og forklar hvorfor
dette er sant.

Hvordan Igse oppgaven?

Som nevnt ovenfor, kan begynnelsen og slutten pa oppgaven gjennomfgres som i svaret
pa Oppgave 1 ovenfor. Malet midten pa beviset er a vise at det finnes minst ett primtall
i primtallsfaktoriseringen

pip2-- Pt

til 8¢ — 1 som er kongruent til 7 modulo 8.

Kan jeg ikke gjennomfgre det samme argumentet som i Oppgave 17

Vi trenger et nytt argument. Hvis vi prgver a gjennomfgre et argument som ligner pa
argumentet vi ga for a svare pa Oppgave 1, har vi et problem: vi kan ikke vise at det er
umulig at

pi =3 (mod 8)

eller
pi =5 (mod 8).



Hva gjgr jeg da?
Vi trenger et nytt argument. Idéen er & benytte kvadratisk gjensidighet som fglger.
(1) Siden p; er et ledd av primtallsfaktoriseringen til 8¢ — 1, har vi:
pi | 8¢% — 1.

Som tipset i oppgaven foreslar, har vi da:

pi | (4g)* -2,
siden
(49)* —2=16¢> —2=2(8¢° — 1) .
Da er
(4q)2 —2=0 (mod p;),
altsa er

(49? =2 (mod p).
Dermed er 2 en kvadratisk rest modulo p;, altsa er in =1

(2) Ut ifra regel (F) i oversikten over Legendresymboler og kvadratiske kongruenser,

er da
pi=1 (mod B)
eller
pi =7 (mod 8).
Husk na at malet er & vise at minst ett av primtallene p1, po, ..., p; er kongruent til

7 modulo 8. Vi kan gjgre dette ved a gjennomfgre akkurat det samme argumentet som
i svaret vart pa Oppgave 1. Logikken er som fglger.
Hvordan kan det ikke vaere sant at minst ett av primtallene p1, po, ..., pr er kongruent
til 7 modulo 87 Siden enten
pi=1 (mod 8)

eller
pi =7 (mod 8)
for alle primtallene pi, po, ..., ps, er den eneste muligheten:
pi=1 (mod 8)
for alle primtallene p1, po, ..., pt.
For & vise at minst ett av primtallene p1, po, ..., ps er kongruent til 7 modulo 8, er

det derfor nok a vise at det er umulig at alle er kongruent til 1 modulo 8. Vi gjgr dette
akkurat som i svaret pa Oppgave 1.



Vi ma veere forsiktig!

For a kunne benytte regel (F) i oversikten over Legendresymboler og kvadratiske kon-
gruenser som ovenfor, ma vi har: p; > 2. For a kunne gjennomfgre argumentet ovenfor,
ma vi derfor vise at det er sant at p; > 2.

Dette kan gjgres som i svaret pa Oppgave 1. Siden p; er et ledd av primtallsfaktorise-
ringen til 8¢ — 1, har vi: p; | 8¢> — 1. Dersom p; = 2, har vi da: 2 | 8¢% — 1, altsa

8¢°—1=0 (mod 2).
Vi kan vise at dette er umulig akkurat i svaret vart pa Oppgave 1, ved a benytte at

8=0 (mod 2).

Oppsummering

Et svar pa Oppgave 2 har samme tre deler som et svar pa Oppgave 1.
(1) Begynnelsen: benytt en primtallsfaktorisering til 8¢ — 1.

(2) Midten: vis at minst ett av primtallene i denne primtallsfaktoriseringen har det
samme egenskapet som star i oppgaven, det vil si er kongruent til 7 modulo 8.

(3) Slutten: anta at dette primtallet er mindre enn eller likt n, og vis at vi da far en
motsigelse. Konkluder at dette primtallet er stgrre enn n.

For a gjennomfore (2), benytte vi et dypt regel om Legendresymboler i tillegg til noen
av argumentene vi benytt oss av i svaret vart pa Oppgave 1. For a kunne gjgre dette, er
det typisk ngdvendig & vise at ingen av primtallene i primtallsfaktoriseringen er lik 2.

Et svar pa en hvilken som helst oppgave som ligner pa Oppgave 2, hvor uttrykket
vi ser pa, 8¢2 — 1 i dette tilfellet, er kvadratisk, kan gjennomfgres pa denne maten. Vi
benytter enten ett av reglene om Legendresymboler, eller noe som fglger fra disse, som
du blir bedt om & vise tidligere i oppgaven.

Hvordan kan jeg bli fortrolig med argumentet?

Prgv @ vise at minst ett av primtallene, faktisk alle primtallene, i en primtallsfaktorise-
ring til (2¢)% + 1 er kongruent til 1 modulo 4.

(1) Vis at p; ikke er lik 2.

(2) Observer at det folger at L1 = 1. Benytt da regel (E) i oversikten over Legendre-
symboler og kvadratiske kongruenser for & fa at

p1=1 (mod4).

Det er ikke noe spesielt med p; her: argumentet kan gjennomfgres for hvert p;.



