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3 Modulzer aritmetikk

3.1 Kongruens

Merknad 3.1.1. Hva er klokka sju timer etter kl. 207 Selvfglgelig er den kl. 3. Vi sier
ikke at den er kl. 27!

Etter 24 timer, begynner klokka pa 0 igjen: midnatt er bade kl. 24 og kl. 0. Pa en
mate er derfor 24 <lik> 0 nar vi ser pa klokka. Ved a utvide dette litt, kan vi si at 3 er
«lik> 27 nar vi ser pa ei klokke.

Denne maten a telle pa kalles <aritmetikk modulo 24>. Istedenfor a si at 3 er <lik> 27
nar vi teller timene, sier vi at 3 er <kongruent til 27 modulo 24x.

Vi kan telle pa lignende vis ved a erstatte 24 med et hvilket som helst heltall. I dette
kapittelet kommer vi til & studere disse matene a telle pa. Teorien er sveert viktig i alle
deler av tallteori, og i mange andre omrader innen matematikk.

Definisjon 3.1.2. La n vare et heltall slik at n # 0. La x og y veere heltall. Da er = og
y kongruent modulo n dersom n | x — y.

Merknad 3.1.3. Ut ifra Definisjon 2.5.1 er  og y kongruent modulo n hvis og bare
hvis det finnes et heltall k slik at z — y = kn.

Terminologi 3.1.4. Hvis = og y er kongruent modulo n, sier vi ofte at x er kongruent
til y modulo n.

Terminologi 3.1.5. «<Modulo> forkortes ofte til «mod>.

Notasjon 3.1.6. Hvis x og y er kongruent modulo n, skriver vi:
x=y (mod n).

Eksempel 3.1.7. Siden
27T—-3=24

og 24| 24, er
27 =3 (mod 24).
Eksempel 3.1.8. Siden
24—-0=24

og 24| 24, er
24=0 (mod 24).
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Eksempel 3.1.9. Siden
53 — 5 =148

og 24 | 48, er
53 =5 (mod 24).

Eksempel 3.1.10. Siden

5—-3=2
og2|2er
5=3 (mod 2).
Eksempel 3.1.11. Siden
57 —13=44

og 2|44, er
57=13 (mod 2).

Eksempel 3.1.12. Siden
21—-35=-14

og 2| —14, er
21 =35 (mod 2).

Eksempel 3.1.13. Siden
40 — 124 = -84

og 2| —84, er
40 =124 (mod 2).

Eksempel 3.1.14. Siden
—17—-21=-38

og 2| —38, er
—17=21 (mod 2).

Eksempel 3.1.15. Siden
—22 — (—108) = —22 + 108 = 86

og 2 | 86, er
—22=-108 (mod 2).

Eksempel 3.1.16. Siden
—12—(-4)=—-12+4=-8

og 2| -8, er
—12= -4 (mod 2).



Eksempel 3.1.17.

og 316, er

Eksempel 3.1.18.

og 3| —27, er

Eksempel 3.1.19.

og 3| -3, er

Eksempel 3.1.20.

og 3| -3, er

Eksempel 3.1.21.

og 3| =57, er

Eksempel 3.1.22.

og 3|78, er

Eksempel 3.1.23.

og 3| —12 er

Eksempel 3.1.24.

og —8| 72, er

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

Siden

14 -17= -3

14 =17 (mod 3).

14 -17= -3

14 =17 (mod 3).

—32—-25=-957

—32=25 (mod 3).

19 — (=59) = 19 + 59 = 78

19 =-59 (mod 3).

—23 = (=11) = —23 4+ 11 = —12

—23=—-11 (mod 3).

89 — 17 =72

89 =17 (mod —8).

3.1 Kongruens
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Eksempel 3.1.25. Siden
33—-25=28

og —8 |8, er
33=25 (mod —8).

Eksempel 3.1.26. Siden
14 — 54 = —40

og —8 | —40, er
14 =54 (mod —8).

Eksempel 3.1.27. Siden
—12 —-36 = —48

og —8 | —48, er
—12=36 (mod —8).

Eksempel 3.1.28. Siden
—17— (—49) = 32

og —8 |32, er
—17=—-49 (mod -8).

3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Proposisjon 3.2.1. La n vaere et naturlig tall. La x veaere et heltall. Da finnes det et
heltall r slik at de fglgende er sanne:

(I) x =7 (mod n);
(ID) 0 <7 <n.
Bevis. Ut ifra Korollar finnes det heltall k£ og r slik at:
(1) z=kn+r;
(2) 0<r<n.

Det folger fra (1) at
r —1r =kn,
altsa at
nlx—r.
Dermed er z = r (mod n).

O

Merknad 3.2.2. Proposisjon fastslar at hvert heltall er kongruent modulo n til
ett av heltallene 0, 1, 2, ..., n — 1.
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Merknad 3.2.3. Gitt et naturlig tall n og et heltall z, fastlar beviset for Proposisjon
at vi kan finne r ved & benytte divisjonsalgoritmen: r er resten vi far ved a dele x
med n.

Eksempel 3.2.4. Vi har:
22=7-3+1,

altsa 3 | 22 — 1. Dermed er 22 =1 (mod 3).

Eksempel 3.2.5. Vi har:
124 =7-17+8,

altsa 17| 124 — 8. Dermed er 124 = 8 (mod 17).

Eksempel 3.2.6. Vi har
48 =8 - 6,

altsa 6 | 48 — 0. Dermed er 48 = 0 (mod 6).

Eksempel 3.2.7. Vi har:
—17=(-4)-5+3,

altsa 5| —17 — 3. Dermed er —17 = 3 (mod 5).

Eksempel 3.2.8. Vi har:
—23=(—6)-4+1,

altsa 4 | =23 — 1. Dermed er —23 =1 (mod 4).

Eksempel 3.2.9. Vi har:
—63=(-9) -7,

altsa 7| —63 + 0. Dermed er —63 =0 (mod 7).

Korollar 3.2.10. La n veere et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da finnes det
et heltall r slik at de folgende er sanne:

(I) z=r (mod n);
(IT) 0 <r < n|.
Bevis. Ett av folgende utsagn er sant:
(A) n > 0;
(B) n<0.

Anta forst at (A) er sant. Da folger utsagnet umiddelbart fra Proposisjon
Anta na at (B) er sant. Da er —n et naturlig tall. Det fglger fra Proposisjon at
det finnes et heltall r slik at:

(1) z =r (mod —n);
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(2) 0<r<—n.
Det folger fra (1) og Proposisjon at
x=r (modn).
Siden n < 0, er i tillegg |n| = —n. Dermed er
0<r<|n|.
0

Proposisjon 3.2.11. La n veere et heltall slik at n # 0. La r og s veere heltall sik at
0<r<|nlog0<s<|n|. Dersom r =s (mod n), er r = s.

Bevis. Siden r = s (mod n), har vi n | r — s. Dermed finnes det et heltall & slik at

r—s=kn,
altsa
r=kn+s.
I tillegg er
r=0-k+r.
Det fglger fra Korollar [2.2.20] at r = s. O

Merknad 3.2.12. Vi gnsker & manipulere kongruenser pa en lignende mate som vi
manipulere likheter. I resten av denne delen av kapittelet skal vi bevise at dette er gyldig.
Nar du leser bevisene, la merke til at vi bygger pa de grunnleggende proposisjonene i

av Kapittel

Proposisjon 3.2.13. La n vare et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da er
2 =0 (mod n) hvis og bare hvis n | x.

Bevis. Vihar: x =0 (mod n) hvis og bare hvis n | x—0, altsa hvis og bare hvisn | z. O
Eksempel 3.2.14. Siden 3 | 18, er 18 =0 (mod 3).
Eksempel 3.2.15. Siden 5| —20, er —20 =0 (mod 5).

Proposisjon 3.2.16. La n vare et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da er
x =z (mod n).

Bevis. Siden z —z =0o0gn |0, er z =z (mod n). O
Eksempel 3.2.17. Vi har: 3 =3 (mod 5).

Eksempel 3.2.18. Vi har: —11 = —11 (mod 7).
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Proposisjon 3.2.19. La n veere et heltall slik at n # 0. La x og y veere heltall. Anta
at t =y (mod n). Daer x =y (mod —n).

Bevis. Siden © = y (mod n), har vi: n | x — y. Det folger fra Proposisjon at
—n | x —y. Dermed er x =y (mod —n).
O

Eksempel 3.2.20. Siden
32—-17=15

og 5|15, er
32=17 (mod 5).

Derfor fastslar Proposisjon [3.2.19] at
32=17 (mod —5).
Eksempel 3.2.21. Siden
—6 — (—36) = 30

og —5 | 30, er
—6=-36 (mod —5).

Derfor fastslar Proposisjon at
—6=—-36 (mod 5).
Korollar 3.2.22. La n vere et heltall slik at n £ 0. La x og y veere heltall. Daer x =y
(mod n) hvis og bare hvis x =y (mod —n).
Bevis. Folger umiddelbart fra Proposisjon [3.2.19] O

Merknad 3.2.23. Siden Korollar[3.2.22| stemmer, kommer n i de aller fleste eksemplene
videre til & bli et naturlig tall.

Proposisjon 3.2.24. La n vere et heltall slik at n # 0. La x og y veere heltall. Anta
at x =y (mod n). Daer y =2 (mod n).

Bevis. Siden x =y (mod n), er n | x—y. Det fglger fra Proposisjon2.5.12/at n | —(z—y),
altsa at n |y — . O

Eksempel 3.2.25. Siden
32—-18=14

og 7|14, er
32=18 (mod 7).

Derfor fastslar Proposisjon at

18 =32 (mod 7).
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Eksempel 3.2.26. Siden

3—T7=-4
og 4| —4,er
3=7 (mod4).
Derfor fastslar Proposisjon [3.2.24] at
7=3 (mod 4).
Eksempel 3.2.27. Siden
—8—-24=-32

og 16 | —32, er
—8=24 (mod 16).

Derfor fastslar Proposisjon at
24 = -8 (mod 16).

Eksempel 3.2.28. Siden
9—(-11)=9+11=20

og 5| 20, er
9=-11 (mod 5).

Derfor fastslar Proposisjon [3.2.24] at
—11=9 (mod 5).

Eksempel 3.2.29. Siden

|
ot

|
—~

|
=)
~

I

|
ot
+
Ne)

I
=

og 2|4, er

Korollar 3.2.30. La n vere et heltall slik at n # 0. La x veere et heltall. Da er 0 = x
(mod n) hvis og bare hvis n | .

Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon og Proposisjon [3.2.24] O
Eksempel 3.2.31. Siden 7 | 21, er 0 =21 (mod 7).
Eksempel 3.2.32. Siden 6 | —48, er 0 = —48 (mod 6).

Proposisjon 3.2.33. La n veere et heltall slik at n # 0. La x, y, og 2z veere heltall. Anta
at z =y (mod n), og at y = z (mod n). Da er x = z (mod n).

10
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Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden z =y (mod n), er n |z —y.
(2) Siden y =z (mod n), ern |y — z.

Det folger fra (1), (2), og Proposisjon [2.5.24[at n | (x —y) + (y — 2), altsa at n | z — 2.
Dermed er z = z (mod n). O

Eksempel 3.2.34. Siden

19— (-8) =27
og 3|27, er 19 = —8 (mod 3). Siden

(—8) — 64 = —T72
0g 3|72, er —8 =64 (mod 3). Derfor fastslar Proposisjon at 19 =64 (mod 3).
Eksempel 3.2.35. Siden

-9 —(=59) =50
og 5| 50, er =9 = —59 (mod 5). Siden

(—59) — 61 = —120

og 5| 120, er —59 = 61 (mod 5). Derfor fastslar Proposisjon[3.2.33|at —9 = 61 (mod 5).

Proposisjon 3.2.36. La n vare et heltall slik at n # 0. La z, y, 2/, og v’ veere heltall.
Anta at z =y (mod n), og at 2’ =y’ (mod n). Daer x + 2’ =y + 1y (mod n).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden z =y (mod n), er n |z —y.
(2) Siden 2’ =y’ (mod n), er n |2’ — /.
Det folger fra (1), (2), og Proposisjon [2.5.24] at
nl(z—y)+ @ ),
altsa at
nl(z+2) - (y+y).
Dermed er z + 2’ =y + ¢y (mod n). O

Eksempel 3.2.37. Siden
13-5=8

og 4|8, er 13=5 (mod 4). Siden
23 — (—17) = 40
og 4|40, er 23 = —17 (mod 4). Derfor fastslar Proposisjon at
13+23=5+(—17) (mod 4),

altsa at
36 =—-12 (mod 4).

11
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Eksempel 3.2.38. Siden
(—16) — 17 = —33
og 11| —33, er —16 = 17 (mod 11). Siden
(—34) — (=56) = 22
og 11|22, er —34 = —56 (mod 11). Derfor fastslar Proposisjon at
(—16) + (—=34) =174 (=56) (mod 5),

altsa at
—50 = —39 (mod 11).

Korollar 3.2.39. La n veare et heltall slik at n # 0. La x, y, og z veere heltall. Anta at
z=y (mod n). Daer z + 2z =y+ z (mod n).

Beuvis. Ut ifra Proposisjon |3.2.16/er z = z (mod n). Ved a la bade 2’ og ¢’ veere z, folger
dermed utsagnet umiddelbart fra Proposisjon [3.2.36 O

Eksempel 3.2.40. Siden
18—-12=6

0g 2|6, er 18 =12 (mod 2). Derfor fastslar Korollar [3.2.39| at
18+15=12+15 (mod 2),

altsa at
33 =27 (mod 2).

Eksempel 3.2.41. Siden
(—8) —(—23) =15

og 5|15, er —8 = —23 (mod 5). Derfor fastslar Korollar 3.2.39| at
—8+13=-23+13 (mod 5),

altsa at
=—-10 (mod 5).

Proposisjon 3.2.42. La n veare et heltall slik at n # 0. La z, y, 2/, og v’ veere heltall.
Anta at z =y (mod n), og at 2’ =y’ (mod n). Daer z-2' =y -y’ (mod n).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden x =y (mod n), er n | z—y. Dermed finnes det et heltall & slik at z—y = kn,
altsa © =y + kn.

(2) Siden 2’ = ¢ (mod n), er n | ' — 3. Dermed finnes det et heltall &’ slik at
' — 1y =k'n, altsa ' = v + k'n.

12
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Det folger fra (1) og (2) at

z-2'=(y+kn) (v +kn)
=y-y+k-k-n+k -y-n+k-y-n
=y +k-K+E-y+ k- yn

Dermed er
v —y -y =(k-K+KE y+&- yn.

Siden k, k', y, og v er heltall, er k- k" + k' -y + k' - y et heltall. Saledes har vi beviset at
nlz-2 +y-y.

Vi konkluderer at
z-2'=y-y  (modn).

Eksempel 3.2.43. Siden
20 — (—16) = 36

og 3|36, er 20 = —16 (mod 3). Siden
(—41) — 4 = —45
og 3| —45, er —41 =4 (mod 3). Derfor fastslar Proposisjon at
20-(—41) = (—-16)-4 (mod 3),

altsa at
—820 = —64 (mod 3).

Eksempel 3.2.44. Siden
(—38) — (—17) = —21

og 7| —21, er —38 = —17 (mod 7). Siden
3—10=—-7
og 7| =7, er 3 =10 (mod 7). Derfor fastslar Proposisjon at
(—38)-3=(—17)-10 (mod 7),

altsa at
—114 = —-170 (mod 7).

Korollar 3.2.45. La n vere et heltall slik at n # 0. La x, y, og z veere heltall. Anta at
z=y (modn). Daer z-z=y-z (mod n).

13
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Bewis. Ut ifra Proposisjon|3.2.16|er z = z (mod n). Ved a la bade 2’ og 3/ veere z, folger
dermed utsagnet umiddelbart fra Proposisjon [3.2.42 O

Eksempel 3.2.46. Siden
13—24=-11

og 11| —11, er 13 =24 (mod 11). Derfor fastslar Korollar [3.2.45| at
13- (~3) =24 (—3) (mod 11),

altsa at
—39=-72 (mod 11).

Eksempel 3.2.47. Siden
17— (=7) =24

og 6|24, er 17 = —7 (mod 6). Derfor fastslar Korollar |3.2.45| at
17-3=(—=7)-3 (mod 6),
altsa at
51 =—-21 (mod 6).

Proposisjon 3.2.48. La n vare et heltall slik at n # 0. La z veaere et heltall, og la ¢
veere et naturlig tall. Anta at x =y (mod n). Da er 2! = y' (mod n).

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar ¢t = 1. Ut ifra antakelsen at
x=y (modn),

er dette sant.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar ¢ = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
Saledes har det blitt bevist at

2™ =y™ (mod n).
Det folger fra dette, antakelsen at
r=y (modn),

og Proposisjon [3.2.42] at

m m

2" x=y" -y (modn),

altsa at

2™ =™t (mod n).

Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for et hvilket som helst naturlig

14



3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Eksempel 3.2.49. Siden 3 —5 = —2 og 2 | =2, er 3 = 5 (mod 3). Derfor fastslar
Proposisjon at
3'=5% (mod 2),

altsa at
81 =625 (mod 2).

Eksempel 3.2.50. Siden (—8) — (—5) = =3 og 3 | —3, er —8 = —5 (mod 3). Derfor
fastslar Proposisjon [3.2.48 at

(-8)*=(-5)* (mod 3),

altsa at
64

25 (mod 3).

Proposisjon 3.2.51. La n veare et heltall slik at n # 0. La = og y veere heltall. La [
veere et heltall slik at [ # 0. Anta at =y (mod n). Da er lz = ly (mod In).

Bevis. Siden x = y (mod n), har vi: n | x — y. Dermed finnes det et heltall & slik at
x—1y =kn. Daer
l(x —y) = lkn,

altsa
lx —ly = k(In).

Saledes har vi: In | lx — ly. Derfor er
lx=1ly (mod In).
O

Eksempel 3.2.52. Siden 9 —23 = —14 og 7 | —14, er 9 = 23 (mod 7). Derfor fastslar

Proposisjon [3.2.51] at
3:9=3-23 (mod 3-7),

altsa
27=69 (mod 21).

Eksempel 3.2.53. Siden —11 — (—21) =20 og 5 | 20, er —11 = —21 (mod 5). Derfor
fastslar Proposisjon [3.2.51] at

8- (—11)-8-(=21)=8-(—21) (mod 8-5),

altsa

—88 = —168 (mod 40).

Proposisjon 3.2.54. La n veere et heltall slik at n £ 0. La z og y veere heltall. La [
veere et heltall slik at [ # 0,1 | y, og ! | n. Anta at x =y (mod n). Daer x =0 (mod I).

15
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Bevis. Siden [ | y, finnes det et heltall k slik at y = kl. Siden [ | n, finnes det et heltall
k' slik at n = k'l. Siden x = y (mod n), har vi: n | z — y. Dermed finnes det et heltall
k" slik at  —y = k”n. Vi har:

r=y+k'n
=kl + K"Kl
= (k+ K"k

Siden k, k', og k" er heltall, er k+k"k’ et heltall. Dermed har vi: [ | z. Ut ifra Proposisjon

3.2.13] folger det at + =0 (mod ).
O

Eksempel 3.2.55. Siden 18 — 6 = 12 og 12 | 12, er 18 = 6 (mod 12). I tillegg har vi:
12 =4-3 og 6 = 2 - 3. Derfor fastslar Proposisjon [3.2.54 at 18 = 0 (mod 3), som er
riktignok sant.

Eksempel 3.2.56. Siden —42 — 6 = —48 og 24 | —48, er —42 = 6 (mod 24). I tillegg
har vi: 24 = 12 -2 og 6 = 3 - 2. Derfor fastslar Proposisjon [3.2.54] at —42 = 0 (mod 2),
som er riktignok sant.

Proposisjon 3.2.57. La m og n vere heltall slik at m # 0 og n # 0. Anta at m | n. La
x og y veere heltall slik at
r=y (modn).

Da er
xr=y (mod m).

Bewis. Siden
x =2z (modn),

har vi: n | x — z. Siden m | n, folger det fra Proposisjon [2.5.27| at
m|x— z.

Vi konkluderer at
r=z (modm).

Eksempel 3.2.58. Siden 64 — 12 = 52 og 26 | 52, er
64 =12 (mod 26).
Siden 13 | 26, fastslar Proposisjon at
64 =12 mod 13.

Siden 64 — 12 = 52 og 13 | 52, er dette riktignok sant.

16
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Eksempel 3.2.59. Siden —7 — (—19) = 12 og 4 | 12, er
—7=-19 (mod 4).
Siden 2 | 4, fastslar Proposisjon at
—7=-19 mod 2.

Siden —7 — (—19) = 12 og 2 | 12, er dette riktignok sant.

Proposisjon 3.2.60. La m og n veere heltall slik at m # 0 og n # 0. Anta at m | n. La
x, y, og z veere heltall. Anta at

x=y (mod m).

Dersom
x =2z (modn),
finnes det et heltall 7 slik at
z=y+1im (mod n).

Bewvis. Ut ifra Proposisjon |3.2.57| er

x =2z (modm).

Det folger fra Proposisjon [3.2.24] at

z=x (mod m).

Siden i tillegg

x=y (modm),

fglger det fra Proposisjon [3.2.33] at
z=y (mod m).

Da har vi: m | z — y. Saledes finnes det et heltall i slik at z — y = im, altsa slik at
2=y +im. O

Eksempel 3.2.61. Siden 13-4 =9 0g 3|9, er
13=4 (mod 3).
Siden 13 —25=—12 og 6 | —12, er
13=25 (mod 6).

Siden 3 | 6, fastslar Proposisjon [3.2.60 at det er et heltall i slik at 25 = 4 + 3i. Det er
riktignok sant at 25 =4+ 3 - 7.

17
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Eksempel 3.2.62. Siden 17 — (—13) =30 og 5 | 30, er
17=—-13 (mod 5).
Siden 17 — 67 = —40 og 20 | —40, er
17=67 (mod 20).

Siden 5 | 20, fastslar Proposisjon [3.2.60| at det er et heltall i slik at 67 = —13 + 5i. Det
er riktignok sant at 67 = —13 + 5 - 16.

Korollar 3.2.63. La m og n vaere heltall slik at m # 0 og n # 0. Anta at m | n. La z,
y, og z veere heltall. Anta at
x=y (modm).

Dersom
x =2z (mod n),

finnes det et heltall ¢ slik at 0 <y 4+ im < n og
z=y+im (mod n).
Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [3.2.60| og Proposisjon [3.2.1 U
Eksempel 3.2.64. La z veere et heltall slik at
z=2 (mod 5).
Korollar fastslar at enten
z=2 (mod 10)

eller
z=T7 (mod 10),

siden 2 og 7 er de eneste heltallene som er stgrre enn eller like 0, mindre enn 10 og like
2 + 5i for noen heltall ¢. For eksempel er

12=2 (mod 5),

og
12=2 (mod 10).

Pa en annen side er
17=2 (mod 5),

og
17=7 (mod 10).
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3.2 Grunnleggende proposisjoner om kongruens

Eksempel 3.2.65. La z veere et heltall slik at
z=3 (mod 4).
Korollar fastslar at ett av fglgende er sant:
(1) z=3 (mod 16);
2)
(3) z=11 (mod 16);
(1)

Heltallene 3, 7, 11, og 15 er nemlig de eneste heltallene som er stgrre enn eller like 0,
mindre enn 16 og like 3 + 4¢ for noen heltall ¢. For eksempel har vi:

z =7 (mod 16);

1
z =15 (mod 16).

(1) 19=3 (mod 4) og 19 =3 (mod 16);

(2) 55 =3 (mod 4) og 55 =7 (mod 16);
(3) 91 =3 (mod 4) og 91 =11 (mod 16);
(4) 31 =3 (mod 4) og 31 =15 (mod 16).

Proposisjon 3.2.66. La n veere et heltall. La k vaere et naturlig tall. La x veere et
heltall slik at
=0 (mod n).

Da er
¥ =0 (mod n*).
Bevis. Siden
x=0 (mod n),

har vi: n | z. Det folger fra Proposisjon [2.5.15 at

altsa at

Eksempel 3.2.67. Siden
12=0 (mod 3),

fastlar Proposisjon [3.2.66] at
122=0 (mod 3?),

altsa at
144=0 (mod 9).

Siden 144 = 16 - 9 er dette riktignok sant.
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3 Modulser aritmetikk

Eksempel 3.2.68. Siden
—10=0 (mod b5),

fastlar Proposisjon [3.2.66] at
—10>=0 (mod 5%),

altsa at
—1000 =0 (mod 125).

Siden —1000 = —8 - 125 er dette riktignok sant.

Proposisjon 3.2.69. La n vare et heltall. La x og y veaere heltall slik at
x=y (mod n).
La z veere et heltall. Da er sfd(z,n) = sfd(y, n).

Bevis. Siden

r=y (modn),

har vi: n |  — y.. Dermed finnes det et heltall k slik at © —y = kn, altsa y = kn +z. Ut
ifra Lemma er sfd(y,n) = sfd(n, x), altsa sfd(y,n) = sfd(z, n). O

Eksempel 3.2.70. Siden
18 =10 (mod 8),

fastslar Proposisjon|3.2.69|at sfd(18, 8) = sfd(10, 8). Siden sfd(18,8) = 2 og sfd(10,8) = 2,
er dette riktignok sant.

Eksempel 3.2.71. Siden
56 = —98 (mod 77),

fastslar Proposisjon [3.2.69|at sfd(56, 77) = sfd(—98, 77). Siden sfd(56, 77) = 7 og sfd(—98,77) =
7, er dette riktignok sant.

3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

Merknad 3.3.1. Vi skal na se at de algebraiske manipulasjonene med kongruenser, som
vi na har hevist er gyldige, kan hjelpe oss & vise at utsagner om store heltall er sanne
uten a kruke en kalkulator eller en datamaskin.

Proposisjon 3.3.2. Heltallet 220 — 1 er delelig med 41.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden 32 — (—9) = 41, og siden 41 | 41, er 32 = —9 (mod 41). Siden 32 = 25, har
vi dermed:
2°= -9 (mod 41).
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

(2) Det folger fra (1) og Proposisjon [3.2.48| at
(2°)" = (-9)* (mod 41).

Siden
(-9t =91=(9)%- (92 =81-81,

har vi dermed:
220 =81-81 (mod 41).

(3) Siden 81 — (—1) = 82, og siden 41 | 82, er 81 = —1 (mod 41).

(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [3.2.42| at 81 - 81 (mod () — 1) - (—1) (mod 41),
altsa at 81 -81 =1 (mod 41).

(5) Det folger fra (2), (3), og Proposisjon [3.2.33 at 22° =1 (mod 41).

(6) Det folger fra (5) og Korollar [3.2.39| at
220 _1=1-1 (mod 41),

altsa at
220 _1=0 (mod 41).
Det fglger fra (6) og Proposisjon [3.2.13|at 41 | 229 — 1. O

Proposisjon 3.3.3. Heltallet 111333 4+ 333! er delelig med 7.
Bewvis. Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Siden 111 — (—1) =112, og siden 7 | 112, er 111 = —1 (mod 7).
(2) Det folger fra (1) og Proposisjon at
111333 = (=1)33  (mod 7),

altsa at
11133 = -1 (mod 7).

(3) Det folger fra (1) og Korollar [3.2.45| at
3-111=3-(—-1) (mod 7),

altsa at
333=-3 (mod 7).

(4) Det fglger fra (3) og Proposisjon at
(333)3 = (=3)* (mod 7),

altsa at
(333)3 = —27 (mod 7).
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3 Modulser aritmetikk

(5) Siden
97— 1 =28,
og siden 7 | 28, er
—27=1 (mod 7).

(6) Det folger fra (4), (5), og Proposisjon [3.2.33| at

(333)>=1 (mod 7).
(7) Det folger fra (7) og Proposisjon at

((333)%)°" =137 (mod 7),
altsa at
33311 =1 (mod 7).

(8) Det folger fra (2), (7), og Proposisjon [3.2.36 at

11133 133311 = (1) + 1 (mod 7),

altsa at
111333 +3331 =0 (mod 7).

Det folger fra (8) og Proposisjon at 7] 111333 4- 333111, O
Proposisjon 3.3.4. Summen
420+ -+ 99! + 100!
er kongruent til 9 mod 12.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden 4! =4 x 3 x 2 x 1 =24, og siden 12| 24, er 4! =0 (mod 12).

(2) For hvert naturlig tall m slik at 4 < m < 100, fglger det fra (1) og Korollar [3.2.45
at

4. (5x---xm)=0-(5x---xm) (mod 12),
altsa at

m! =0 (mod 12).
(3) Fra (2) og Proposisjon [3.2.36| folger det at

1420430+ 414544+ 991+ 1001 = 11+ 21+ 31+ 0+0+---+04+0 (mod 12),

altsa at
U424 +99'+ 100! = 11 4+ 2! + 3! (mod 12).
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

(4) Siden
NH+214+31=14+2+6=9

folger det fra (3) at

4204499 +1000 =9 (mod 12).

Proposisjon 3.3.5. La t vere et naturlig tall. Da er 32 + 42/+1 delelig med 13.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Vi har:
3F2 2041 gt g 4 g2ty
— 3.9+ (42 .4
=3"-9+16"- 4.
(2) Siden 16 —3 =13 og 13 | 13, er 16 = 3 (mod 13).
(3) Det fglger fra (2) og Proposisjon at
16" = 3" (mod 13).

(4) Det folger fra (3) og Korollar [3.2.45| at

16'-4=3"-4 (mod 13).

(5) Det folger fra (4) og Korollar [3.2.39| at
3.94+16"-4=3"-9+3"-4 (mod 13),

altsa at
31.94+16"-4=3"-13 (mod 13).

(6) Siden 13 | 3! - 13, fglger det fra Proposisjon at 3'-13 =0 (mod 13).
(7) Det folger fra (5), (6), og Proposisjon at
31.94+16"-4=0 (mod 13).
Det folger fra (1) og (7) at
32 44241 =0 (mod 13).

Det fglger fra Proposisjon [3.2.13 at 13 | 3t+2 4 42t+1,
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3 Modulser aritmetikk

Proposisjon 3.3.6. La x vere et naturlig tall. Anta at det finnes et heltall n slik at
n > 0 og

£ =ap- 10" + 251 - 10" L o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall ¢ slik at 0 < ¢ < n, er x; et heltall slik at z; > 0. Da er = delelig
med 9 hvis og bare hvis summen

xotx1+- -+ Tp1t+Tn

er delelig med 9.
Beuvis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden 10— 1=90g 9|9, er 10=1 (mod 9).

(2) La ¢ veere et heltall slik at 0 < i < n. Det folger fra (1) og Proposisjon [3.2.48| at

10" = 1% (mod 9), altsa at
10°=1 (mod9).
(3) Det folger fra (2) og Korollar [3.2.45( at x; - 10° = x; - 1 (mod 9), altsa at

z;-10° = z; (mod 9).

(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [3.2.36| at

T 10" + 2pq - 10" o 29 - 102 + 21 - 101 4 2 - 10°
=xp+Tp1+-+x1+xz0 (mod9),

altsa at
r=xzo+x1 4+ -+ xp-1+x, (mod9).

Anta at 9 | z. Det folger fra Korollar [3.2.30]at 0 = = (mod 9). Da fglger det fra (4) og
Proposisjon [3.2:33] at

O=xzo+x1 4+ +xp_1+2x, (mod9).
Fra Proposisjon deduserer vi at
9| zog+x1 4+ +Tp_1+ Tn.
Dersom 9 | z, har vi dermed bevist at
9| zo+a1 4+ + Tp_1+ Tn.

Anta istedenfor at
9lzo+z1+- +Tp1+ T
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

Det folger fra Proposisjon at
zo+z1+- -+ 1 +2, =0 (mod9).
Da folger det fra (4) og Proposisjon at
z=0 (mod9).
Fra Korollar deduserer vi at 9 | z. Dersom
9| zo+x1+ -+ Tpo1+ zp,

har vi dermed bevist at 9 | .
0

Merknad 3.3.7. Nar vi skriver et heltall, skriver vi akkurat heltall xg, ..., x, for noe
heltall n, slik at ligningen i Proposisjon [3.3.6] stemmer. For eksempel har vi:

1354 =1-1000+3-100+5-10+4-1,

altsa
1354 =1-10°+3-102 +5-10" +4 - 10°.

Med andre ord er x; det i-te heltallet fra hgyre, ved & telle fra 0.

Merknad 3.3.8. Ved a benytte divisjonsalgoritmen, kan det bevises formelt at, for
hvert heltall x, finnes det et heltall n slik at n > 0 og

=y 10" + 2y 1 - 10" oo 29 - 102 + 21 - 101 4 29 - 10°,

hvor, for hvert heltall ¢ slik at 0 < i < n, er z; et heltall slik at 0 < z; < 9. Med andre
ord, gjelder Proposisjon for et hvilket som helst heltall .

Det kan ogsa bevises at heltallene n og xg, x1, ..., , er de eneste slik at ligningen i
Proposisjon [3.3.6] stemmer, og slik at 0 < z; < 9 for hvert .

Imidlertid er disse bevisene ikke spesielt viktige fra et teoretisk synspunkt. Derfor skal
vi hoppe over dem, og ngye oss med Proposisjon [3.3.6

Terminologi 3.3.9. La x vere et heltall. La n veere et heltall slik at n > 0 og
£ =ap- 10" + 251 - 10" o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall ¢ slik at 0 < i < n, er z; et heltall slik at 0 < x; < 9. La i vaere et
heltall slik at 0 < i < n. Vi sier at x; er et siffer av x.

Eksempel 3.3.10. Siden summen av sifrene i 72 er
T+2=09,

og siden 9 | 9, fastslar Proposisjon at 9| 72.
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3 Modulser aritmetikk

Eksempel 3.3.11. Siden summen av sifrene i 154872 er
14+54+4+8+7+2=21,
og siden 9 | 27, fastslar Proposisjon at 9 | 154872.
Eksempel 3.3.12. Siden summen av sifrene i 76253 er
T+6+2+5+3 =23,

og siden det ikke er sant at 9 | 23, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at
9| 76253.

Eksempel 3.3.13. Siden summen av sifrene i 849 er
8+4+9=21,
og siden det ikke er sant at 9 | 21, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at 9 | 849.

Proposisjon 3.3.14. La x veere et naturlig tall. Anta at det finnes et heltall n slik at
n >0 og

£ =ap 10" + 251 - 10" o 4 29102 + 2 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall i slik at 0 < 7 < n, er z; et heltall slik at x; > 0. Da er = delelig
med 11 hvis og bare hvis summen

To— 1+ + (_1)71—1 “Tp_1+ (_1)n$n

er delelig med 11.
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Siden 10 — (—=1) =11 og 11 | 11, er 10 = —1 (mod 11).

(2) La ¢ vaere et heltall slik at 0 < i < n. Det folger fra (1) og Proposisjon [3.2.48| at
10° = (—1)* (mod 11).

(3) Det fglger fra (2) og Korollar [3.2.45| at x; - 10° = z; - (—1)* (mod 11), altsa at

z;-10°= (=1)" - 2; (mod 11).

(4) Det folger fra (3) og Proposisjon [3.2.36| at

Ty - 10"+ g - 10" o 2p - 10% 4+ 2 - 101 4 2 - 10°
(D" + ()" 2y g+ (D 2+ (1) 29 (mod 11)

altsa at
r=xg—x1+ -+ (=" z, 1+ (=1)"z, (mod 11).
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3.3 Utregning ved hjelp av kongruenser

Anta at 11 | z. Det folger fra Korollar [3.2.30/at 0 = = (mod 11). Da folger det fra (4)
og Proposisjon [3.2.33] at

O=azo—a1+ -+ (=D)" 21 + (=1)"z, (mod 11).
Fra Proposisjon deduserer vi at
] zg—21 4+ (D" oy + (=1) "2,
Dersom 11 | z, har vi dermed bevist at
Hlzg—o1+ -+ (=1)"opg + (—1) 2.
Anta istedenfor at
2 —o1 4+ + (=1)" oy g + (—1) 2.
Det fglger fra Proposisjon at
To—T1+ -+ (—1)”_1xn_1 + (=1)"z, =0 (mod 11).
Da folger det fra (4) og Proposisjon at
x=0 (mod 11).
Fra Korollar deduserer vi at 11 | z. Dersom
11| xg—z1 4+ (=1)" Loy 4 (—=1)"x,,

har vi dermed bevist at 11 | x.

Eksempel 3.3.15. Siden
1-24+1=0,

og siden 11 | 0, fastslar Proposisjon at 11| 121.

Eksempel 3.3.16. Siden
3—-54+7-04+6=11,

og siden 11 | 11, fastslar Proposisjon at 11 | 60753.
Eksempel 3.3.17. Siden

2-1+8-24+9-1+47=22,
og siden 11 | 22, fastslar Proposisjon at 11| 7192812.

Eksempel 3.3.18. Siden
9—-1+3-7+4=8,

og siden det ikke er sant at 11 | 8, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at
11 | 47319.

Eksempel 3.3.19. Siden
7T—-3+8=12,

og siden det ikke er sant at 11 | 12, fastslar Proposisjon at det ikke er sant at
11| 837.
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3 Modulser aritmetikk

3.4 Linezre kongruenser

Terminologi 3.4.1. La n veere et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. La x
veere et heltall slik at

ar =c¢ (mod n).
Da sier vi at x er en [gsning til denne kongruensen.

Terminologi 3.4.2. La n vere et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. Nar vi
er interessert i heltall x som er lgsninger til kongruensen

ar =c¢ (mod n),

kalles

ar =c¢ (mod n)
en lineer kongruens.

Eksempel 3.4.3. Siden
6-3—-8=18—-8=10

og 5|10, er
6-3=8 (mod 5).

Dermed er 3 en lgsning til kongruensen
6x =8 (mod 5).
Eksempel 3.4.4. Siden
(—8)-(—=5)—12=40—-12 =28

og 7|28, er
(—=8)-(=5) =12 (mod 7).

Dermed er —5 en lgsning til kongruensen
-8z =12 (mod 7).

Proposisjon 3.4.5. La n veere et heltall slik at n #£ 0. La a, ¢, og x veere heltall. Da er
x en lgsning til kongruensen

ar =c¢ (mod n)

hvis og bare hvis det finnes et heltall y slik at « og y er en lgsning til ligningen

ar —ny = c.
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3.4 Lineare kongruenser

Bevis. Anta fgrst at x er en Igsning til kongruensen
ax =c¢ (mod n).
Da har vi: n | ax — c¢. Dermed finnes det et heltall y slik at
ar —c=yn.

Saledes er
axr —yn = c.

Anta istedenfor at det finnes et heltall y slik at
ar —yn = c.

Da er
axr — c = yn,
altsa n | ax — c. Vi deduserer at ax = ¢ (mod n). O
Eksempel 3.4.6. Fra Eksempel vet vi at 3 er en lgsning til kongruensen
6x =8 (mod 5).

Derfor fastslar Proposisjon [3.4.5 at det finnes et heltall y slik at © = 3 og y er en lgsning
til ligningen
6x — 5y = 8.

Vi har nemlig at x = 3 og y = 2 er en lgsning til ligningen
6x — by = 8.
Eksempel 3.4.7. Fra Eksempel vet vi at —5 er en lgsning til kongruensen
—8r =12 (mod 7).

Derfor fastslar Proposisjon at det finnes et heltall y slik at x+ = —5 og y er en
lgsning til ligningen
—8x — Ty = 12.

Vi har nemlig at x = —5 og y = 4 er en lgsning til ligningen
—8x — Ty = 12.

Merknad 3.4.8. La n vare et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. Proposisjon
[3.4.5] fastslar at det finnes et neert forhold mellom heltallslgsninger til linesere kongruenser
og lgsninger til linesere diofantiske ligninger.

Dermed kan vi bygge pa den gode forstaelsen var for linesere diofantiske ligninger for
a fa en like god forstaelse for heltallslgsninger til linesere kongruenser, som vi na kommer
til & se.
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Proposisjon 3.4.9. La n veare et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. Da har
kongruesen
ar =c (mod n)

en lgsning hvis og bare hvis sfd(a,n) | c.
Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [3.4.5| og Korollar [2.9.12 O

Eksempel 3.4.10. Vi har: sfd(12,15) = 3. Siden 3 | 6, fastslar Proposisjon at
kongruensen
122 =6 (mod 15)

har en lgsning.
Proposisjon [3.4.9|sier ikke hvordan man finner den, men det kan sjekkes at for eksempel
x = 13 er en lgsning.

Eksempel 3.4.11. Vi har: sfd(—14,21) = 7. Siden 7 | 35, fastslar Proposisjon at
kongruensen

—14z =35 (mod 21)

har en lgsning.
Proposisjon [3.4.9]sier ikke hvordan man finner den, men det kan sjekkes at for eksempel
T =5 er en lgsning.

Merknad 3.4.12. Etter & ha gjort noen forbedredelser, skal vi na se pa hvordan man
finner en lgsning til en kongruens

ar =c¢ (mod n).

Proposisjon 3.4.13. La n veere et heltall slik at n # 0. La a, x, og y veere heltall. La
d veere et naturlig tall slik at sfd(a,n) = d. Siden d | n, finnes det et heltall k, slik at
n = kyd. Vi har:

axr =ay (mod n)

hvis og bare hvis
r=y (mod k).

Bevis. Anta forst at
ar =ay (mod n).

Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Siden

ar =ay (mod n),

har vi: n | ax — ay, altsa n | a(x — y). Dermed finnes det et heltall & slik at

a(r —y) = kn.

(2) Siden sfd(a,n) = d, har vi: d | a. Dermed finnes det et heltall k, slik at a = k,a.
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(3) Fra (1), (2), og antakelsen at n = k,d, folger det at
kod(x —y) = kkyd,

altsa at
dko(z —y) = dkky,.

(4) Fra (3) og Proposisjon [2.2.25| folger det at
ko(z —y) = kky.

Dermed har vi:
kn ‘ ka(x - y)-

(5) Ut ifra Proposisjon [2.8.13|er
sfd(ka, kn) = 1,

altsa
sfd(ky, kq) = 1.

(6) Fra (4), (5), og Proposisjon [2.8.22] folger det at
kn|x—1y.

Dermed er
x=y (mod ky).

Saledes har vi bevist at, dersom
axr =ay (mod n),

er
r=y (mod k).

Anta istedenfor at
xr=y (mod ky).

Da fglger det fra Proposisjon [3.2.51] at

ar =ay (mod n).

3.4 Lineare kongruenser

Eksempel 3.4.14. Siden 6 - 14 — 6 - 23 = —54, og siden 9 | —54, er

6-14=6-23 (mod 9).

Vi har: sfd(6,9) = 3, og 9 = 3 - 3. Derfor fastslar Proposisjon [3.4.13] at

14=23 (mod 3).
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Eksempel 3.4.15. Siden 8- 12 — 8 -5 = 56, og siden 28 | 56, er
8-12=8-5 (mod 28).
Vi har: sfd(8,28) = 4, og 28 = 7 - 4. Derfor fastslar Proposisjon at
12=5 (mod 7).

Proposisjon 3.4.16. La n vere et heltall slik at n # 0. La a, ¢, og = veere heltall. Anta

at
ar =c¢ (mod n).

La d veere et naturlig tall slik at sfd(a,n) = d. Ut ifra definisjonen til sfd(a,n) vet vi at
d | n, altsa at det finnes heltall &, slik at n = k,d. Da er folgende sanne.

(I) For hvert heltall 7 slik at 0 < r < d, er
¥ =+ kyr

en lgsning til kongruensen
ax =c¢ (mod n).

(IT) La 2’ veere et heltall slik at
ar’ =c (mod n).
Da finnes det et heltall r, hvor 0 < r < d, slik at

¥ =z +k,r (modn).

(IIT) La r og s veere heltall slik at 0 <r <dog 0 < s <d. La

=x+kyr

og
14
' =x+ kps
Hvis
2 =2" (mod n)
err =s.

Bevis. La oss forst bevise at (I) er sant. La ¢ veere et heltall slik at 0 < ¢ < d, Fra
definisjonen til sfd(a,n) vet vi at d | a, altsa at det finnes heltall k, slik at a = kq,d. Ut

ifra Korollar 2.9.24] er
2 =x 4kt

og
Y =x — kqt
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en lgsning til ligningen
ar +ny = c.

Derfor er
2 =x 4kt

og
Y = —(x — kot) = kot —

en lgsning til ligningen
ar —ny = c.

Fra Proposisjon deduserer vi at
¥ =x+ knt

er en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n).

La oss na bevise at (II) er sant. La 2’ vaere et heltall slik at
ar’ =c (mod n).
Fra Proposisjon folger det at det finnes et heltall ¢ slik at
ar’ —ny =c.

Da er
ar’ +n(-y') =c.
Det folger fra Korollar [2.9.25| at det da er et heltall ¢ slik at
2’ =z + kpt.

Ut ifra Korollar |2.2.11] finnes det heltall k; og r slik at:

(2) 0<r<d;
Da er
2 =x+kut
=+ ky (ked + 1)
=z + knr + (knd)ky
=x + k,r + nk;.
Derfor er

¥ — (x+ kpr) = kyn,
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altsa n | 2’ — (x + k,r). Dermed er
¥ =x+k,r (modn).

La oss na bevise at (III) er sant. Anta at

2 =2" (mod n),

altsa at
T+ kpr =x+ kps (mod n).

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Det folger fra Korollar [3.2.39| at
x+kyr—z=x+ky,s—2x (modn),

altsa at
knr = kps  (mod n).

(2) Siden k, | n, folger det fra Proposisjon [2.6.21| at sfd(k,,n) = k.
Fra (1), (2), og Proposisjon [3.4.13| folger det at
r=s (mod d).

Siden 0 < r < d og 0 < s < d, fglger det fra Proposisjon [3.2.11|at r = s.
O

Merknad 3.4.17. La a og c veere heltall, og la d = sfd(a, ¢). Proposisjon [3.4.16| fastslar
at kongruensen
ar =c¢ (mod n)

har akkurat d lgsninger slik at ikke noe par av disse er kongruent modulo n. Gitt én
lgsning x, er disse lgsningene: =, © + ky, x + 2kp, © + 3ky, ..., z + (d — 1)ky.

Eksempel 3.4.18. La oss se pa kongruensen
4z =6 (mod 10).

Siden
4-4—-6=10

og 10| 10, er
4-4=6 (mod 10).

Dermed er x = 4 en lgsning til kongruensen. Vi har: sfd(4,10) = 2. Siden 10 = 5- 2, er
k, = 5. Proposisjon [3.4.16| fastslar at:

(I) x=445-00gxz=4+5-1, altsa =4 og = 9 er lgsninger til kongruensen;
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(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 10 til én av disse to;
(III) disse to lgsningene er ikke kongruent modulo 10 til hverandre.
Eksempel 3.4.19. La oss se pa kongruensen
12z =51 (mod 21).

Siden
12-6 —51=21

og 21|21, er
12-6 =51 (mod 21).

Dermed er = = 6 en lgsning til kongruensen. Vi har: sfd(12,21) = 3. Siden 21 = 7- 3, er
k, = 7. Proposisjon fastslar at:

I x2=64+7-0,z2=6+7-1,0gx=6+7-2, altsa z =6, z = 13, og x = 20, er
lgsninger til kongruensen;

(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 21 til én av disse to;
(III) ikke noe par av disse tre lgsningene er kongruent modulo 21 til hverandre.

Merknad 3.4.20. La merke til at (II) i Proposisjon [3.4.16| sier ikke at hver lgsning til
kongruensen

ar =c (mod n)

er lik x + k,r for et heltall r slik at 0 < r < d. Pa lignende vis sier ikke (II) i Eksempel
3.4.18| at hver lgsning x til kongruensen

4r =6 (mod 10)

er lik enten 4 eller 9. For eksempel er x = 14 en lgsning: siden

4-14—-6=50
og 10 | 50, er
4-14=6 (mod 10).
For et annet eksempel er x = —1 en lgsning: siden
4.-(-1)—6=-10
og 10 | —10, er
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Merknad 3.4.21. Imidlertid sier Proposisjon [3.4.16| at, dersom kongruensen
ar =c¢ (mod n)

har én lgsning, finnes det akkurat d lgsninger slik at ikke noe par av disse er kongruent
modulo n til hverandre. Det er ikke viktig at vi beskriver disse d lgsningene som i (I) i
Proposisjon |3.4.16l Hver liste over d Igsninger, slik at ikke noe par av disse er kongruent
modulo n, er like verdifull.
For eksempel i Eksempel etter & ha observert at x = 4 er en lgsning til kon-
gruensen
4x =6 (mod 10),

fikk vi lista z = 4 og x = 9 ved a benytte (I) i Proposisjon [3.4.16 Fglgende lister er like
verdifulle:

(1) z=140g xz =09;
(2) x=40g2x=—-1;
(3) z=140gz=—1.
Det finnes uendelig mange andre lister som er like verdifulle!

Merknad 3.4.22. Likevel beskriver skriver vi oftest ei liste hvor alle lgsningene x til
kongruensen
ar =c¢ (mod n)

oppfyller: 0 < x < n. Proposisjon fastslar at det alltid er mulig a finne ei slik liste.
For eksempel skriver vi oftest © = 4 og © = 9 som lista over lgsningene til kongruensen

4r =6 (mod 10)

vi sa pa i Eksempel [3.4.18

Merknad 3.4.23. For & finne lgsningene til kongruensen
ar =c¢ (mod n),

fglger det fra Proposisjon [3.4.16] at det viktigste er a finne én lgsning. Som vi snart
kommer til & se, kan dette alltid gjgres, om det er en lgsning, ved & benytte Euklids
algoritme,

Imidlertid kan en lgsning ofte finnes fortere i prakis ved a benytte andre metoder. For
a hjelpe oss med dette, er fglgende proposisjon sveert nyttig.

Proposisjon 3.4.24. La n veere et heltall slik at n # 0. La a, ¢, og « veere heltall. Anta
at
ax =c¢ (mod n).

Ut ifra Proposisjon finnes det et heltall r slik at:
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(1) x =7r (mod n);
(2) 0<r<n.

Vi har:

ar =c¢ (mod n).
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Proposisjon fastslar at det finnes et heltall r slik at:
(i) x =7 (mod n);

(ii)) 0<r<n.
(2) Det folger fra (i) og Korollar [3.2.45 at

ar = ar (mod n).

(3) Fra (2) og Proposisjon [3.2.24| folger det at
ar =ax (mod n).

(4) Fra (3), antakelsen at
ar =c¢ (mod n),

og Proposisjon [3.2.33] folger det at

ar =c¢ (mod n).

Eksempel 3.4.25. La oss se pa kongruensen
6x = —27 (mod 15).

Siden
6-53—(—27) =345

og 15 | 345, er
6-53=-27 (mod 15).

Proposisjon fastslar at det finnes en lgsning r til kongruensen slik at:
(1) 53 =7 (mod 15);

(2) 0<r<15.
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Beviset for Proposisjon [3.4.24] fastslar at r er resten vi far nar vi deler 53 med 15, altsa
r = 8. Siden
6-8—(—27)="15

og 15 | 75, er det riktignok sant at
6-8=—-27 (mod 15).
Eksempel 3.4.26. La oss se pa kongruensen
4r =18 (mod 14).

Siden
4-(—69) — 18 = —294

og 14 | —294, er
4.(—69) =18 (mod 14).

Proposisjon fastslar at det finnes en lgsning 7 til kongruensen slik at:
(1) =69 =r (mod 15);
(2) 0< 7 < 14,

Beviset for Proposisjon [3.4.24] fastslar at r er resten vi far nar vi deler —69 med 14, altsa
r = 1. Siden
4-1-18=-14

og 14 | —14, er det riktignok sant at
4-1=18 (mod 14).
Merknad 3.4.27. Dersom det finnes en lgsning til kongruensen
ar =c (mod n),

folger det fra Proposisjon [3.4.24) at det finnes en lgsning z slik at 0 < 2 < n. For a finne
én lgsning til kongruensen, kan vi derfor ganske enkelt sjekke om

ar =c¢ (mod n)

for heltallene r slik at 0 < x < n. Da kan vi benytte (I) i Proposisjon [3.4.16| for a finne
de andre lgsningene.

Eksempel 3.4.28. La oss se pa kongruensen
8z =-12 (mod 20).

For a finne én lgsning, er det nok a sjekke om kongruensen stemmer nar z =0, x = 1,
r=2,...,x=19.
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(1) Det er ikke sant at
8:0=-12 (mod 20),

siden det ikke er sant at
0=3 (mod 20).

(2) Det er sant at
8-1=-12 (mod 20),

siden
8 — (—12) =20
og 20 | 20.
Siden vi na har funnet én lgsning, er det ikke ngdvendig asepax =2, x =3, ..., x = 19.

Na benytter vi (I) i Proposisjon [3.4.16| for a finne de andre lgsningene. Vi har:
sfd(8,20) = 4, og 20 = 5 - 4. Derfor fastslar Proposisjon [3.4.16| at:

(I) £ =1+ 57 er en lpsning for alle heltallene r slik at 0 < r < 4, altsa x =1, z = 6,
x =11, og x = 16 er lgsninger;

(IT) enhver annen lgsning er kongruent modulo 20 til én av disse;
(ITT) ikke noe par av disse fire lgsningene er kongruent modulo 20 til hverandre.

Eksempel 3.4.29. La oss se pa kongruensen
14z =7 (mod 63).

For & finne én lgsning, er det nok a sjekke om kongruensen stemmer nar r = 0, x = 1,
r=2,...,x =062

(1) Det er ikke sant at
14-0=7 (mod 63),

siden det ikke er sant at
0=7 (mod 63).
(2) Det er ikke sant at
14-1=7 (mod 63),
siden det ikke er sant at
14=7 (mod 63).
(3) Det er ikke sant at
14-2=7 (mod 63),

siden det ikke er sant at
28 =7 (mod 63).
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(4) Det er ikke sant at
14-3=7 (mod 63),

siden det ikke er sant at
42=7 (mod 63).
(5) Det er ikke sant at
14-4=7 (mod 63),

siden det ikke er sant at
56 =21 (mod 63).

(6) Det er sant at
14-5=7 (mod 63),

siden
14-5—-7=063

og 63 | 63.

Siden vi na har funnet én Igsning, er det ikke ngdvendig a se pa tilfellet nar x =6, x = 7,
.o, T =62

Na benytter vi (I) i Proposisjon [3.4.16| for a finne de andre lgsningene. Vi har:
sfd(14,63) = 7 og 63 = 9 - 7. Derfor fastslar Proposisjon [3.4.16| at:

(I) x =5+ 9r er en lgsning for alle heltallene r slik at 0 < r < 7, altsa © = 5, z = 14,
x=23, =32, x =41, x = 50, og x = 59 er lgsninger;

(IT) enhver annen lgsning er kongruent modulo 63 til én av disse;
(ITT) ikke noe par av disse fire lgsningene er kongruent modulo 63 til hverandre.

Merknad 3.4.30. Proposisjon kan ogsa veere til stor hjelp nar vi gnsker a finne
en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n).

La d = sfd(a,n). Anta at d | c. Proposisjon [3.4.13| fastslar at = er en lgsning til kongru-
ensen hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen

kox = k. (mod ky),
hvor:
(1) kg er heltallet slik at a = k, - d;
(2) k. er heltallet slik at ¢ = k. - d;

(3) k, er heltallet slik at n = k,, - d.
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Det kan vaere mange feerre tilfeller a se pa nar vi gjennomfgrer metoden i Merknad [3.4.27]
for kongruensen

kox = k. (mod ky),
sammenlignet med nar vi gjennomfgrer denne metoden for kongruensen
ar =c¢ (mod n).
Med andre ord, kan vi ofte finne en lgsning til kongruensen
kox = k. (mod ky)
mye fortere enn en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n).
Eksempel 3.4.31. La oss se igjen pa kongruensen
8r =—12 (mod 20)
fra Eksempel Vi har: sfd(8,20) = 4. Derfor er k, = 2, k. = -3, og k, = 5.
Proposisjon fastslar at = er en lgsning til kongruensen hvis og bare hvis x er en

lgsning til kongruensen
2z = -3 (mod 5).

For & finne en lgsning til denne kongruensen, er det nok a sjekke om den stemmer nar
r=0,z=12x=2,...,z=4.

(1) Det er ikke sant at

siden det ikke er sant at

(2) Det er sant at
siden

og 5| 5.

Na kan vi fortsette som i Eksempel [3.4.28] ved & benytte lgsningen z = 1 for & finne de
andre lgsningene til kongruensen

8xr =—12 (mod 20).
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Eksempel 3.4.32. La oss se igjen pa kongruensen
14z =7 (mod 63)

fra Eksempel Vi har: sfd(14,63) = 7. Derfor er k, = 2, k. = 1, og k, = 9.
Proposisjon fastslar at x er en lgsning til kongruensen hvis og bare hvis x er en
lgsning til kongruensen

2r =1 (mod9).

For a finne en lgsning til denne kongruensen, er det nok a sjekke om den stemmer nér
r=0,z=1,x=2,...,z=28.

(1) Det er ikke sant at
2-0=1 (mod9),

siden det ikke er sant at
0=1 (mod)9).
(2) Det er ikke sant at
2:-1=1 (mod?9),
siden det ikke er sant at
2=1 (mod9).
(3) Det er ikke sant at
2-2=1 (mod9),
siden det ikke er sant at
4=1 (mod)9).
(4) Det er ikke sant at
2-3=1 (mod9),
siden det ikke er sant at
6=1 (mod?9).
(5) Det er ikke sant at
2:4=1 (mod?9),
siden det ikke er sant at
8=1 (mod)9).
(6) Det er sant at
2-5=1 (mod?9),

siden
2:5—-1=9

0g9]9.
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Na kan vi fortsette som i Eksempel [3.4.29, ved & benytte lgsningen x = 5 for a finne de
andre lgsningene til kongruensen

14z =7 (mod 63).

Proposisjon 3.4.33. La n vare et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. La d
vaere et naturlig tall slik at sfd(a,n) = d. Fra Korollar vet vi at det finnes heltall
u og v slik at d = uwa + vn. Ut ifra definisjonen til sfd(a,n) vet vi at d | n, altsa at det
finnes heltall k,, slik at n = k,d. Anta at d | ¢, altsa at det et heltall k slik at ¢ = kd.
Da er

x =ku

en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n).

Bevis. Ut ifra Proposisjon er
a(ku) + n(kv) = c.

Dermed er
a(ku) —n - (—kv) =c.

Fra Proposisjon deduserer vi at
a(ku) =c¢ (mod n).

Eksempel 3.4.34. La oss se pa kongruensen
122 =57 (mod 21).

Vi har: sfd(12,21) = 3. Siden 3 | 57, vet vi fra Proposisjon at kongruensen har en
Igsning. Ved & benytte algoritmen i Merknad [2.7.15] far vi:

3=2-12+(-1)-2L

Siden 57 = 19 -3, er k = 19. Derfor fastslar Korollar at £ = 19-2 er en Igsning til
kongruensen, altsa at x = 38 er en lgsning til kongruensen.

Nar vi deler 38 med 21 far vi 17 som resten. Det folger fra Proposisjon [3.4.24at x = 17
er en lgsning til kongruensen.

Eksempel 3.4.35. La oss se pa kongruensen
—8x =20 (mod 44).

Vi har: sfd(—8,44) = 4. Siden 4 | 20, vet vi fra Proposisjon at kongruensen har en
lgsning. Ved & benytte algoritmen i Merknad [2.7.15] far vi:

4=5-(-8)+1-44.

Siden 20 = 5 -4, er k = 4. Derfor fastslar Korollar [3.4.36| at z = 5 -5 er en lgsning til
kongruensen, altsa at x = 25 er en lgsning til kongruensen.
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Korollar 3.4.36. La n vere et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. La d veere
et naturlig tall slik at sfd(a,n) = d. Fra Korollar vet vi at det finnes heltall u og
v slik at d = ua + vn. Ut ifra definisjonen til sfd(a,n) vet vi at d | n, altsa at det finnes
heltall k,, slik at n = k,d. Anta at d | ¢, altsa at det et heltall k slik at ¢ = kd. Da er

fglgende sanne.

(I) For hvert heltall r slik at 0 < r < d, er
x = ku+ kyr

en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n).

(IT) La x veere et heltall som er en lgsning til kongruensen
ax =c¢ (mod n).
Da finnes det et heltall r, hvor 0 < r < d, slik at

x =ku+ ky,r (mod n).

(III) La r og s veere heltall slik at 0 <7 <d og 0 <s <d. La

z=ku+ k,r

0g
' =ku+ kys

veere to av lgsningene i (I) til kongruensen

ar =c¢ (mod n).

Dersom
r=2" (mod n),
er r =s.
Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [3.4.33| og Proposisjon [3.4.16 U

Eksempel 3.4.37. La oss se pa kongruensen
122 =57 (mod 21).

Som i Eksempel [3.4.34] er sfd(12,57) = 3 og ku = 38. Siden 21 =73, er k, = 7. Derfor
fastslar Korollar [3.4.36] at:

(I) = = 38 4 7r er en lgsning til kongruensen for alle heltallene 7 slik at 0 < r < 3,
altsa © = 38, x = 45, og x = 52 er lgsninger til kongruensen.

(IT) Enhver lgsning til kongruensen er kongruent modulo 21 til én av disse lgsningene.
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(ITI) Ikke noe par av disse tre lgsningene er kongruent til hverandre modulo 21.

Nar vi deler 38, 45, og 52 med 21, far vi restene 17, 3, og 10. Dermed fglger det fra
Proposisjon [3.4.24} (I) — (III) ovenfor, Proposisjon [3.2.24, og Proposisjon |3.2.33| at:

(I) z =3, x =10, og x = 17 er lgsninger til kongruensen.

(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 21 til én av disse
lgsningene.

(III) ikke noe par av disse fire lgsningene er kongruent til hverandre modulo 21.

Etter at vi fant lgsningen x = 38, kunne vi alternativt hatt ferst dedusert, som i
Eksempel at z = 17 er en lgsning. Da kan vi benytte Proposisjon for & fa:

(I) # = 174 7r er en lgsning til kongruensen for alle heltallene r slik at 0 < r < 3,
altsa © = 17, x = 24, og x = 31 er lgsninger til kongruensen;

(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 21 til én av disse
lgsningene.

(ITI) ikke noe par av disse tre lgsningene er kongruent til hverandre modulo 21.

Nar vi deler 24 og 31 med 21, far vi restene 3 og 10. Dermed folger det fra Proposisjon

3.4.24] (I) — (III) ovenfor, Proposisjon [3.2.24] og Proposisjon |3.2.33 at:
(I) z =3, x =10, og x = 17 er lgsninger til kongruensen.

(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 21 til én av disse
lgsningene.

(III) ikke noe par av disse fire lgsningene er kongruent til hverandre modulo 21.

Eksempel 3.4.38. La oss se pa kongruensen
—8r =20 (mod 44).

Som i Eksempel [3.4.35| er sfd(—8,44) = 4 og ku = 25. Siden 44 = 11 - 4, er k,, = 11.
Derfor fastslar Korollar [3.4.36] at:

(I) x =25+ 11r er en lgsning til kongruensen for alle heltallene r slik at 0 < r < 4,
altsa x = 25, x = 36, x = 47, og x = 58 er lgsninger til kongruensen;

(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 44 til én av disse
lgsningene.

(III) ikke noe par av disse fire lgsningene er kongruent til hverandre modulo 44.

Nar vi deler 25, 36, 47, og 58 med 44, far vi restene 25, 36, 3, og 14. Dermed folger det
fra Proposisjon [3.4.24] (I) — (III) ovenfor, Proposisjon [3.2.24] og Proposisjon |3.2.33| at:
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(I) z =3, x =14, x = 25, og 36 er lgsninger til kongruensen.

(IT) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 44 til én av disse
lgsningene.

(ITT) ikke noe par av disse fire lgsningene er kongruent til hverandre modulo 44.

Korollar 3.4.39. La n vere et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. Anta at

sfd(a,n) = 1. Fra Korollar [2.7.20| vet vi at det finnes heltall u og v slik at d = ua + vn.
Da er x = cu en lgsning til kongruensen

ar =c (mod n),
og enhver annen lgsning er kongruent modulo n til denne lgsningen.
Bevis. Fglger umiddelbart fra Korollar [3.4.36] O
Eksempel 3.4.40. La oss se pa kongruensen
7r =16 (mod 23).

Vi har: sfd(7,23) = 1. Siden 1 | 16, vet vi fra Proposisjon at kongruensen har en
lgsning. Ved & benytte algoritmen i Merknad [2.7.15] far vi:

1=10-7+ (—3)-23.
Derfor fastslar Korollar [3.4.36] at:
(1) = = 16-10 er en lgsning til kongruensen, altsa x = 160 er en lgsning til kongruensen;

(2) enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent modulo 23 til denne lgsningen.

Nar vi deler 160 med 23, far vi 22 som resten. Det folger fra Proposisjon [3.4.24) at = = 22
er en lgsning til kongruensen. Da fastslar (II) i Proposisjon 3.4.16|at enhver annen lgsning
er kongruent til denne modulo 23.

Merknad 3.4.41. I Merknad og Merknad har vi sett to metoder som kan
hjelpe oss a finne en lgsning til kongruensen

ar =c¢ (mod n)

fortere i praksis enn a benytte Euklids algoritme og Merknad [2.7.15 Fglgende proposi-
sjon kan ogsa veere til hjelp.

Proposisjon 3.4.42. La n vare et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. La y
vaere et heltall slik at
ay=1 (mod n).

Da er x = yc en lgsning til kongruensen

ar =c¢ (mod n).
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Bewvis. Siden

ay=1 (mod n),
folger det fra Korollar at

ayc=c (mod n).

Eksempel 3.4.43. La oss se pa kongruensen
5z =17 (mod 19).

Siden
5-4—-—1=19

og 19| 19, er y = 4 en lgsning til kongruensen
5y =1 (mod 19).
Da fastslar Proposisjon [3.4.42] at
r=4-17,

altsa © = 68, er en lgsning til kongruensen.

Nar vi deler 68 med 19 far vi resten 11. Det folger fra Proposisjon [3.4.24] at x = 11
er en lgsning til kongruensen. Siden sfd(5,19) = 1, er alle andre lgsninger kongruent
modulo 19 til denne lgsningen.

Eksempel 3.4.44. La oss se pa kongruensen
6x=—-24 (mod9).

Vi har: sfd(6,9) = 3. Da fastslar Proposisjon [3.4.13|at et heltall = er en lgsning til denne
kongruensen hvis og bare hvis det finnes en lgsning til kongruensen

2z = -8 (mod 3).
Siden
2:2—-1=3
og 3| 3, er x =2 en lgsning til kongruensen
2r =1 (mod 3).
Da fastslar Proposisjon [3.4.42] at
x=2-(-8),
altsa © = —16, er en lgsning til kongruensen
2z = -8 (mod 3),
altsa til kongruensen
6x=—-24 (mod9).

Na kan vi benytte Proposisjon [3.4.16] for a finne de andre lgsningene. Siden 9 = 3 - 3, er
kn, = 3. Da fastslar Proposisjon at:
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3 Modulser aritmetikk

(I) © = —16 + 3r er en lgsning til kongruensen
6x = —24 (mod 9)

for alle heltallene r slik at 0 < r < 3, altsa x = —16, x = —13, og x = —10, er
lgsninger til denne kongruensen.

(IT) Enhver lgsning til kongruensen er kongruent modulo 9 til én av disse lgsningene.
(ITT) Ikke noe par av disse tre lgsningene er kongruent til hverandre modulo 9.

Nar vi deler —16, —13, og —10 med 9, far vi restene 2, 5, og 8. Da folger det fra
Proposisjon [3.4.24] (I) — (III) ovenfor, Proposisjon [3.2.24] og Proposisjon [3.2.33| at:

(I) x =2, x =5, og x = 8 er lgsninger til kongruensen

6x =—24 (mod9).

(IT) Enhver lgsning til kongruensen er kongruent modulo 9 til én av disse lgsningene.
(ITT) Ikke noe par av disse tre lgsningene er kongruent til hverandre modulo 9.

Merknad 3.4.45. Fglgende proposisjon kan spare oss litt arbeid nar vi gnsker a finne
lgsningene til en kongruens.

Proposisjon 3.4.46. La n veere et heltall slik at n # 0. La a, ¢, og x veere heltall. Ut
ifra Proposisjon finnes det et heltall r slik at:

(1) ¢c=7r (mod n);
(2) 0<r<n.

Da er
ar =c¢ (mod n)

hvis og bare hvis

azx (mod n).

Il
S

Bevis. Anta forst at
(mod n).

axr

11
)

Siden
c=r (mod n),

folger det fra Proposisjon [3.2.33] at
ar =r (mod n).

Anta istedenfor at
azx

Il
<

(mod n).
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Siden ¢ = r (mod n), folger det fra Proposisjon at
r=c (mod n).
Da folger det fra Proposisjon [3.2.33] at
ax =c¢ (mod n).
O

Eksempel 3.4.47. Vi har: 87 = 3 (mod 12). Da fastslar Proposisjon [3.4.46| at = er en
lgsning til kongruensen

9z =87 (mod 12)
hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
9x =3 (mod 12).

Eksempel 3.4.48. Vi har: —102 = 18 (mod 20). Da fastslar Proposisjon [3.4.46| at z er
en lgsning til kongruensen
122 = —102 (mod 20)

hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
122 =18 (mod 20).

Merknad 3.4.49. La n veaere et heltall slik at n # 0. La a og ¢ veere heltall. Vi har na
rukket en komplett forstaelse for kongruensen

ar =c¢ (mod n),

og har i tillegg sett flere metoder for a finne fort dens lgsninger. For & oppsummere, har
vi fglgende oppskrift.

(1) Regn ut sfd(a,n). La oss betegne sfd(a,n) som d. Dersom d | ¢, har kongruensen
en lpsning: ga da videre til (3), eller valgfritt til (2). Ellers har kongruensen ikke en
lgsning.

(2) Dersom ¢ > n, finn et heltall r slik at ¢ =7 (mod n) og 0 < r < n. Ga da videre
til (3) ved a erstatte ¢ med r.

(3) Prgv a finne én lgsning. For a gjore dette, kan vi ga videre til ett av (4), (5), (6),
eller (7). Dersom sfd(a,n) > 1, er det typisk best a ga videre til (5).

(4) Ved a benytte algoritmen i Merknad [2.7.15] finn heltall v og v slik at d = ua+vn.
Finn heltallet k slik at ¢ = kd. Da er x = ku en lgsning. Ga videre til (8).
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3 Modulser aritmetikk

(5) Dersom sfd(a,n) > 1, finn heltallet &, slik at a = k, - d, heltallet k. slik at ¢ = k.d,
og heltallet k, slik at n = k,, - d. Prgv & finne én lgsning til kongruensen

ko = k. (mod ky)

ved a ga videre til (4), (6) eller (7), og ved a erstatte a med kg, ¢ med k., og n med
k. Ofte er det i praksis best a ga videre til (6) eller (7).

(6) Sjekk om x er en lgsning til kongruensen for alle heltallene x slik at 0 < x < n.
Stopp nar en lgsning er blitt funnet. Ga videre til (8).

(7) Finn en lgsning til kongruensen
ay=1 (mod n).
Da er yc en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n).
Ga videre til (8).

(8) Etter at vi har funnet én lgsning, benytt Proposisjon |3.4.16| for a finne de andre.
Ga valgfritt videre til (8).

(9) Benytt Proposisjon [3.4.24] Proposisjon [3.2.24] og Proposisjon [3.2.33, for a finne

alle lgsningene z slik at 0 <z < n.
Eksempel 3.4.50. La oss se pa kongruensen
16z =56 (mod 24).
Vi gjor folgende.

(1) Forst regner vi ut sfd(16,24). Vi far: sfd(16,24) = 8. Siden 8 | 56, fastslar Pro-
posisjon at kongruensen har en lgsning. Da har vi fullfert Steg (1) i Merknad
0.4.49

(2) Siden 56 — 8 = 48 og 24 | 48, er 56 = 8 (mod 24). Da fastslar Proposisjon [3.4.46
at z er en lgsning til kongruensen

16z =56 (mod 24)
hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
162 =8 (mod 24).

Na skal vi prgve a finne lgsningene til denne kongruensen. Dette fullfgrer Steg (2) i
Merknad 3.4.49
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3.4 Lineare kongruenser

(3) For a finne lgsningene til kongruensen
16z =8 (mod 24),
skal vi fgrst preve a finne én lgsning. Dette fullfgrer Steg (3) i Merknad
(4) Ut ifra Proposisjon er = en lgsning til kongruensen
162 =8 (mod 24)
hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
2r =1 (mod 3).

Na skal vi prgve a finne én lgsning til denne kongruensen. Dette fullfgrer Steg (5) i

Merknad [3.4.49]

(5) Na sjekker vi om x er en lgsning til kongruensen
2r =1 (mod 3)
for hvert heltall z slik at 0 < z < 3. Siden
2.2-1=3
og 3|3, far vi at © = 2 er en lpsning. Dette fullfgrer Steg (6) i Merknad

(6) Vi har:
24 =3-8.
Da fastslar Proposisjon [3.4.16] at:

(I) £ =2+ 3r er en lgsning til kongruensen
16z =56 (mod 24)

for alle heltallene r slik at 0 < r < 8, altsax =2, 2 =5, x =8,z =11, z = 14,
x =15, z = 18, x = 21 er lgsninger til denne kongruensen.

(IT) Enhver lpsning til kongruensen er kongruent modulo 24 til én av disse lgsningene.

(ITT) Tkke noe par av disse atte lgsningene er kongruent til hverandre modulo 24.

Dette fullfgrer Steg (8) i Merknad [3.4.49

(7) Siden alle lgsningene z i (7) oppfyller 0 < z < 24, er det ikke noe a gjgre i Steg

(9) i Merknad [3.4.49

Vi kunne alternativt har gjort ett av fglgende.
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3 Modulser aritmetikk

(1) Vi kunne har benyttet algoritmen i Merknad [2.7.15| for & finne en lgsning til
kongruensen
162 =56 (mod 24)

og da benyttet Proposisjon [3.4.16|for a finne de andre Igsningene. Dermed hadde vi
gatt fra Steg (1) til Steg (3) til Steg (4) til Steg (8) i Merknad [3.4.49

(2) Vi kunne har benyttet algoritmen i Merknad [2.7.15| for & finne en lgsning til
kongruensen
16z =8 (mod 24)

og da benyttet Proposisjon for & finne de andre lgsningene. Dermed hadde vi
gatt fra Steg (1) til Steg (2) til Steg (3) til Steg (4) til Steg (8) i Merknad |3.4.49] ]

(3) Vi kunne har benyttet algoritmen i Merknad [2.7.15| for & finne en lgsning til
kongruensen
2r =1 (mod 3)

og da benyttet Proposisjon [3.4.16| for & finne de andre lgsningene. Dermed hadde
vi gatt fra Steg (1) til Steg (2) til Steg (3) til Steg (5) til Steg (4) til Steg (8) i
Merknad [3.4.49

I tillegg kunne vi har benyttet metoden i (7) i Merknad [3.4.49| pa flere steder. For
eksempel kunne vi har funnet en lgsning til kongruensen

16z =1 (mod 24),
og benyttet dette heltallet for & finne en lgsning til kongruensen
162 =8 (mod 24).
Imidlertid rekker vi en lgsning fortere ved a fglge stegene (1) — (7) ovenfor.
Eksempel 3.4.51. La oss se pa kongruensen
=27z = —-99 (mod 45).
Vi gjor folgende.

(1) Forst regner vi ut sfd(—27,45). Vi far: sfd(—27,45) = 9. Siden 9 | —99, fastslar
Proposisjon at kongruensen har en lgsning. Da har vi fullfgrt Steg (1) i Merknad
0.4.49)

(2) Siden —99 — 36 = —135 og 45 | —135, er —99 = 36 (mod 45). Da fastslar Propo-
sisjon [3.4.46] at x er en lgsning til kongruensen

—27r = —-99 (mod 45)
hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
—27x =36 (mod 45).

Na skal vi prgve a finne lgsningene til denne kongruensen. Dette fullfgrer Steg (2) i
Merknad [3.4.49
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(3) For a finne lgsningene til kongruensen
—27x =36 (mod 45),
skal vi forst prove a finne én lgsning. Dette fullfgrer Steg (3) i Merknad
(4) Ut ifra Proposisjon er x en lgsning til kongruensen
—27x =36 (mod 45)
hvis og bare hvis x er en lgsning til kongruensen
—3x =4 (mod 5).

Na skal vi prgve a finne én lgsning til denne kongruensen. Dette fullfgrer Steg (5) i
Merknad [3.4.49

(5) Na prgver vi a finne en lgsning til kongruensen
—3y=1 (mod5).

Siden
(=3)-(-2)—-1=5

0og 5|5, er y = —2 en lgsning til denne kongruensen. Da fastslar Proposisjon [3.4.42
at x = (—2) - 4, altsa x = —8 er en lgsning til kongruensen

—3z=4 (mod 5).

Dette fullfgrer Steg (7) i Merknad [3.4.49

(6) Vi har:
45=5-9.
Da fastslar Proposisjon [3.4.16] at:
(I) © = —8+ 5r er en lgsning til kongruensen

—18z=-99 (mod 45)
for alle heltallene r slik at 0 < r < 9, altsa x = -8, v = -3, 2 =2, 2 = 7,
=12, x =17, x =22, x = 27, og x = 32 er Igsninger til denne kongruensen.
(IT) Enhver lpsning til kongruensen er kongruent modulo 45 til én av disse lgsningene.

(ITT) Ikke noe par av disse ni lgsningene er kongruent til hverandre modulo 45.
Dette fullfgrer Steg (8) i Merknad [3.4.49

(7) Nar vi deler z = —8 og * = —3 med 45, far vi restene 37 og 42. Derfor fastslar
Proposisjon Proposisjon og Proposisjon [3.2.33] at:

93



3 Modulser aritmetikk

Dzx=2c="T2=12, 2 =17, =22, =27, 2 =32, x = 37, 0g . = 42 er
Igsninger til denne kongruensen.

(II) Enhver lgsning til kongruensen er kongruent modulo 45 til én av disse lgsningene.

(III) Ikke noe par av disse ni lgsningene er kongruent til hverandre modulo 45.
Dette fullfgrer Steg (9) i Merknad [3.4.49

Alternativt kunne vi har gjort fglgende.

(1) For a finne en lgsning til kongruensen
-3z =4 (mod 5),
kunne vi har sjekket om x er en lgsning for hvert heltall x slik at 0 < x < 4. Siden
(=3)-2—4=-10

og b | ——10, far vi at © = 2 er en lgsning. Dette fullfgrer Steg (6) i Merknad |3.4.49
Da hadde vi gatt videre til Steg (8) i Merknad (3.4.49

(2) Som i Eksempel [3.4.50] kunne vi har benyttet algoritmen i Merknad [2.7.15| iste-
denfor ett av (2), (4), eller (5) ovenfor, og sa gatt videre til Steg (8) i Merknad
B.449

I tillegg, som i Eksempel [3.4.50, kunne vi har benyttet metoden i (7) i Merknad [3.4.49| pa
flere steder. Imidlertid rekker vi en lgsning fortere ved a folge stegene (1) — (7) ovenfor.

Merknad 3.4.52. Generelt sett er det best a benytte algoritmen i Merknad [2.7.15] for

a finne en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod n)

nar n er ganske stort, og det er ikke mulig a benytte Proposisjon [3.4.30|for a se istedenfor
pa en kongruens hvor n er mindre.

Merknad 3.4.53. Mange andre gyldige metoder kan benyttes for & finne én lgsning til
kongruensen
ar =c¢ (mod n).

For eksempel kan vi argumentere pa en lignende méate som i Proposisjon [3.4.42] med for
eksempel —1 istedenfor 1, og —yc istedenfor yc. Veer kreativ!
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O3 Oppgaver — Modulaer aritmetikk

03.1 Oppgaver i eksamens stil
Oppgave 03.1.1. Hvilke av de fglgende er sanne?
(1) 123 =155 (mod 4)?
(2) =5 =18 (mod 7)?
(3) 36 = —8 (mod 11)?
Begrunn svarene dine.
Oppgave 03.1.2. Gjor fglgende.
(1) Vis at 53 = 14 (mod 39) og at 196 =1 (mod 39). Deduser at
53 =1 (mod 39).
(2) Vis at 103 = —14 (mod 39). Deduser fra dette og kongruensen 196 =1 (mod 39)
at 1032 =1 (mod 39).
(3) Benytt (1) og (2) for a vise at
53'%% +103%
er delelig med 39.
Oppgave 03.1.3. Gjor folgende.
(1) Vis at 32 =5 (mod 27).
(2) La t veere et naturlig tall. Benytt (1) for a vise at

25t+1 + 5t+2

er delelig med 27. Tips: Observer at 2% = 32¢.

Oppgave 03.1.4. La = veere et naturlig tall. Anta at det er et heltall n slik at n > 0

og
z=ap-10" + 251 - 10" oo 4 29102 + 27 - 101 + 2 - 10°,

hvor, for hvert heltall 7 slik at 0 <7 < n, er z; et heltall slik at z; > 0. Gjor folgende.
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(1) Vis at 10 =4 (mod 6).
(2) La i vaere et naturlig tall. Vis at 10° = 4 (mod 6). Tips: Benytt (1) og induksjon.
(3) Benytt (2) for a vise at = er delelig med 6 hvis og bare hvis summen
ro +4x1 +4x0 + - +4xy_q + 4y
er delelig med 6.
(4) Er 1321473 delelig med 6?7 Benytt (3) i lopet av svaret ditt.

Oppgave 03.1.5. Benytt algoritmen i Merknad [2.7.151 minst én del av oppgaven, men
ikke i alle de tre delene.

(1) Finn lgsninger til kongruensen
—6x =15 (mod 27)

slik at alle lgsningene til denne kongruensen er kongruent modulo 27 til ett av
heltallene i lista di, og slik at ikke noe par av heltallene i lista di er kongruent til
hverandre modulo 27.

(2) Finn lgsninger til kongruensen
104z = =56 (mod 128)

slik at alle lgsningene til denne kongruensen er kongruent modulo 128 til ett av
heltallene i lista di, og slik at ikke noe par av heltallene i lista di er kongruent til
hverandre modulo 128.

(3) Finn lgsninger til kongruensen
7r =2 (mod 50)

slik at alle lgsningene til denne kongruensen er kongruent modulo 50 til ett av
heltallene i lista di, og slik at ikke noe par av heltallene i lista di er kongruent til
hverandre modulo 50.
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