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4 Primtall

4.1 Primtall
Definisjon 4.1.1. La n veere et naturlig tall. Da er n et primtall om:
(1) n>2
(2) de eneste naturlige tallene som er divisorer til n er 1 og n.
Eksempel 4.1.2. Siden det ikke er sant at 1 > 2, er 1 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.3. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 2 er 1 og 2. Derfor er
2 et primtall.

Eksempel 4.1.4. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 3 er 1 og 3. Derfor er
3 et primtall.

Eksempel 4.1.5. Siden 2 er en divisor til 4, er 1 og 4 ikke de eneste divisorene til 4.
Derfor er 4 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.6. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 5 er 1 og 5. Derfor er
5 et primtall.

Eksempel 4.1.7. Siden 2 og 3 er divisorer til 6, er 1 og 6 ikke de eneste divisorene til
6. Derfor er 6 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.8. De eneste naturlige tallene som er divisorer til 7 er 1 og 7. Derfor er
7 et primtall.

Eksempel 4.1.9. Siden 2 og 4 er divisorer til 8, er 1 og 8 ikke de eneste divisorene til
8. Derfor er 8 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.10. Siden 3 er en divisor til 9, er 1 og 9 ikke de eneste divisorene til 9.
Derfor er 9 ikke et primtall.

Eksempel 4.1.11. Siden 2 og 45 er divisorer til 10, er 1 og 10 ikke de eneste divisorene
til 10. Derfor er 10 ikke et primtall.

Merknad 4.1.12. De fgrste ti primtallene er: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Sjekk om
du er enig om dette!
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4.2 Grunnleggende proposisjoner om primtall

Proposisjon 4.2.1. La x vare et heltall. La p veere et primtall. Da er enten sfd(p, z) = 1
eller sfd(p,z) = p.

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner:
(1) siden p er et primtall, er 1 og p de eneste divisorene til p;
(2) sfd(p,z) er en divisor til p.

Det folger fra (1) og (2) at enten sfd(p,z) = 1 eller sfd(p, z) = p.

Eksempel 4.2.2. La x vaere 12, og la p vaere 5. Da er sfd(5,12) = 1.
Eksempel 4.2.3. La x vaere 15, og la p vaere 5. Da er sfd(5,15) = 5.

Merknad 4.2.4. Proposisjon [£.2.1] er selvfplgelig ikke sann om vi ikke antar at p er et
primtall: ellers hadde begrepet «stgrste felles divisors ikke veert veldig nyttig! Hvis for
eksempel z = 12 og p = 8, er sfd(8,12) = 4. Dermed er det ikke sant at sfd(8,12) =1
eller sfd(8,12) = 12.

Korollar 4.2.5. La x vere et heltall. La p veere et primtall. Hvis p |  er sfd(p, z) = p.
Ellers er sfd(p, z) = 1.

Bevis. Anta forst at det ikke er sant at p | x. Vi gjor folgende observasjoner:
(1) ut ifra Proposisjon er enten sfd(p,z) = 1 eller sfd(p, x) = p;
(2) sfd(p,z) er en divisor til z.

Fra (1), (2), og antakelsen at det ikke er sant at p | x, folger det at sfd(p, x) = 1.
Anta istedenfor at p | . Da folger det fra Proposisjon [2.6.21] at sfd(p, x) = p.
O

Eksempel 4.2.6. La z veere 14, og la p vaere 3. Det er ikke sant at 3 | 14. Da fastslar
Korollar at sfd(3,14) = 1, som riktignok er sant.

Eksempel 4.2.7. La x veere 18, og la p veere 3. Det er sant at 3 | 18. Da fastslar Korollar
at sfd(3,18) = 3, som riktignok er sant.

Merknad 4.2.8. Korollar er ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall. Hvis
for eksempel x = 15 og p = 9, er det ikke sant at 9 | 15. Imidlertid er sfd(9,15) = 3,
altsa er det ikke sant sfd(9,15) = 1.

Korollar 4.2.9. La p og g veere primtall slik at p # ¢. La m og n veere naturlige tall.
Da er sfd(p™, ¢") = 1.

Bevis. Ut ifra Korollar er sfd(p, q) = 1. Ved a benytte Proposisjon [2.8.30| og Merk-
nad gjentatte ganger, folger det at sfd(p™,¢") = 1. O
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Eksempel 4.2.10. Korollar fastslar at sfd(33,5%) = 1, altsa at sfd(27,25) = 1.
Dette er riktignok sant.

Eksempel 4.2.11. Korollar fastslar at sfd(20,73) = 1, altsd at sfd(64,343) = 1.
Ved a benytte Euklids algoritme, finner vi at dette riktignok er sant.

Proposisjon 4.2.12. La z og y veere heltall. La p veere et primtall. Anta at p | zy. Da
har vi: p | z eller p | y.

Bevis. Anta at det ikke er sant at p | x. Fra Korollar folger det at sfd(p,z) = 1.
Fra Proposisjon [2.8.22| deduserer vi at p | y. O

Eksempel 4.2.13. La p veere 3. Vi har: 3 | 48, og 48 = 6 - 8. Proposisjon [4.2.12| fastslar
at enten 3 | 6 eller 3 | 8. Det er riktignok sant at 3 | 6.

Eksempel 4.2.14. La p veere 11. Vi har: 11 | 66, og 66 = 3 - 33. Proposisjon 4.2.12
fastslar at enten 11 | 3 eller 11 | 33. Det er riktignok sant at 11 | 33.

Eksempel 4.2.15. La p veere 7. Vi har: 7 | 294, og 294 = 14 - 21. Proposisjon 4.2.12
fastslar at enten 7 | 14 eller 7 | 21. Det er riktignok sant at 7 | 14, og faktisk ogsa sant
at 7 21.

Merknad 4.2.16. Proposisjon er ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall.
Hvis for eksempel z =4, y = 6, og p = 12, har vi: 12| 24. Imidlertid er det ikke sant at
12 | 4, og heller ikke sant at 12 | 6.

Merknad 4.2.17. Eksempel |4.2.15| viser at det er helt mulig at bade p | z og p | y i

Proposisjon [.2.12]

Merknad 4.2.18. Proposisjon er avgjgrende. Den er kjernen til aritmetikkens
fundamentalteoremet, som vi kommer til & se pa snart.

Kanskje ser beviset for Proposisjon lett ut, men Euklids lemma ligger bak det.
Euklids lemma var langt fra lett & bevise: vi matte studere inngaende begrepet <stgrste
felles divisor> og komme fram til Korollar [2.7.6]

Korollar 4.2.19. La n vare et naturlig tall. For hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <17 < n,
la x; veere et heltall. La p veere et primtall. Dersom p | 7 - - - x,,, finnes det et naturlig
tall ¢ slik at 1 <i<mnogp|x.

Bevis. Forst sjekker vi om korollaret er sant nar n = 1. Dette er tautologisk!

Anta na at korollaret har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall. For
hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <47 < m + 1, la x; veere et heltall. Anta at p | x1 -+ Tpyp1.
Vi gnsker a bevise at det finnes et naturlig tall i slik at 1 <i<m+1ogp| z;.

Lax =21 xm, og la y = x,41. Ut ifra Proposisjon er ett av fglgende sant:

(1) p| =

(2) ply, altsa p | zpmt1-
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Anta forst at (2) er sant. Da stemmer utsagnet vi gnsker a bevise, ved a la i = m + 1.
Anta istedenfor at (1) er sant. Ut ifra antakelsen at korollaret har blitt bevist nar
n = m, finnes det da et naturlig tall ¢ slik at 1 < i <m og p | z;. Siden 1 < i < m, er
1 <i<m+ 1. Dermed stemmer utsagnet vi gnsker & bevise.
Saledes er korollaret sant nar n = m + 1. Ved induksjon konkluderer vi at korollaret
er sant for alle naturlige tall. O

Eksempel 4.2.20. Vi har: 5| 180 og 180 = 2 - 15 - 6. Korollar [4.2.19| fastslar at et av
folgende er sant: 5 | 2, 5| 15, 5 | 6. Det er riktignok sant at 5 | 15.

Eksempel 4.2.21. Vi har: 3 | 540 og 540 = 6 - 10 - 9. Korollar [4.2.19| fastslar at et av
folgende er sant: 3 | 6, 3 | 10, 3 | 9. Det er riktignok sant at 3 | 6, og faktisk ogsa sant at
319.

Merknad 4.2.22. Korollar 4.2.19| er ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall. Hvis
for eksempel 21 = 8, o = 9, x3 = 11, og p = 6, har vi: 6 | 792. Imidlertid er ikke noe av
folgende sant: 6 | 8, 6| 9, eller 6 | 11.

Korollar 4.2.23. La n vare et naturlig tall. For hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <7 < n,
la p; veere et primtall. La p veere et primtall. Dersom p | py - - - py, finnes det et naturlig
tall ¢ slik at 1 <7 < nogp=p;.

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Ut ifra Korollar [4.2.19| finnes det et naturlig tall 7 slik at 1 <i <n og p | p;.
(2) Siden p; er et primtall, er 1 og p; de eneste divisorene til p;.

Det folger fra (1) og (2) at enten p = 1 eller p = p;. Siden p er et primtall, er p > 2. Vi
konkluderer at p = p;.
O

Eksempel 4.2.24. Vi har: 30 = 2 -3 - 5. Dersom p er et primtall og p | 30, fastslar
Korollar at p er lik ett av 2, 3, eller 5.

Eksempel 4.2.25. Vi har: 441 = 3-3-7-7. Dersom p er et primtall og p | 441, fastslar
Korollar 4.2.23| at p er lik enten 3 eller 7.

Merknad 4.2.26. Korollar [4.2.23| er ikke sant om vi ikke antar at p; er et primtall for
hvert naturlig tall ¢ slik at 1 < ¢ < n. Hvis for eksempel 1 = 7, x9 = 15, og p = 5, har
vi: 715 =105 og 5 | 105. Imidlertid er verken 5 = 7 eller 5 = 15.

Merknad 4.2.27. Korollar|4.2.23|er heller ikke sant om vi ikke antar at p er et primtall.
Hvis for eksempel x1 = 3, 9 = 23, x3 = 5, og p = 15, har vi: 3-23 -5 = 345 og 15 | 345.
Imidlertid er ikke noe av fglgende sant: 15 = 3, 15 = 23, eller 15 = 5.
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Proposisjon 4.2.28. La p vere et primtall. La a og ¢ veere heltall. Anta at det ikke er
sant at
a=0 (mod p).

Da her kongruensen
ax =c (mod p)

en lgsning, og alle lgsningene til denne kongruensen er kongruent til hverandre modulo
D.

Bevis. Siden det ikke er sant at a = 0 (mod p), folger det fra Proposisjon |3.2.13| at det
ikke er sant at p | a. Siden p er et primtall, fglger det fra Korollar at sfd(a,p) = 1.
Da folger utsagnet fra Korollar [3.4.39 O

Eksempel 4.2.29. Siden 7 er et primtall og det ikke er sant at
4=0 (mod7),

fastslar Proposisjon [4.2.2§] at kongruensen
4r=6 (mod 7)

har en lgsning. Dette er riktignok sant: x = 5 er en lgsning. Proposisjon fastslar i
tillegg at enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent til 5 modulo 7.

Eksempel 4.2.30. Siden 37 er et primtall og det ikke er sant at

12=0 (mod 37),
fastslar Proposisjon at kongruensen
122 =28 (mod 37)

har en Igsning. Dette er riktignok sant: x = 27 er en lgsning. Proposisjon [4.2.28] fastslar
i tillegg at enhver annen lgsning til kongruensen er kongruent til 27 modulo 37.

Proposisjon 4.2.31. La p veere et primtall slik at p > 2. Da finnes det et naturlig tall
k slik at p — 1 = 2k.

Beuvis. Ut ifra Proposisjon |3.2.1| er ett av fglgende utsagn sant:
(A) p=0 (mod 2);
(B) p=1 (mod 2).

Anta forst at (A) er sant. Da har vi: 2 | p. Siden p er et primtall, er 1 og p de eneste
divisorene til p. Vi deduserer at p = 2. Imidlertid har vi antatt at p > 2. Siden antakelsen
at (A) er sant fgrer til motsigelsen at bade p = 2 og p > 2, konkluderer vi at (A) ikke er
sant.
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Derfor er (B) sant. Da folger det fra Korollar [3.2.39| at
p—1=0 (mod 2),

altsa
2|p—1.

Dermed finnes det et heltall & slik at p — 1 = 2k. Siden bade 2 og p — 1 er naturlige tall,
er k et naturlig tall. O

Eksempel 4.2.32. Siden 11 er et primtall og 11 > 2, fastslar Proposisjon at det
finnes et naturlig tall k slik at 10 = 2k. Dette er riktignok sant: vi kan la k veere 5.

Eksempel 4.2.33. Siden 23 er et primtall og 23 > 2, fastslar Proposisjon [4.2.31] at det
finnes et naturlig tall k slik at 22 = 2k. Dette er riktignok sant: vi kan la k veere 11.

4.3 Aritmetikkens fundamentalteorem |

Merknad 4.3.1. Malet vart i denne delen av kapittelet er a gi et bevis for Teorem [4.3.3
For & gjore dette, ma vi forst endre pastanden i Teorem [£.3.3] for & kunne gjennomfore
et bevis ved induksjon. Vi gjorde noe lignende da vi ga et bevis for Korollar [2.7.6] og et

bevis for Korollar [2.10.20; se Merknad og Merknad [2.10.18

Proposisjon 4.3.2. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La [ veere et naturlig tall
slik at 2 <[ < n. Da finnes det et naturlig tall ¢ og, for hvert naturlig tall ¢ slik at i < ¢,
et primtall p;, slik at [ = pyp2 - - - p;.

Beuvis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 2. Da er [ = 2, og utsagnet er:
det finnes et naturlig tall ¢ og, for hvert naturlig tall i slik at ¢ < t, et primtall p;, slik at

2=pip2--pr.

Siden 2 er et primtall, er dette sant: vi lar t = 1, og lar p; = 2.

Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall
slik at m > 2. La [ veere et naturlig tall slik at 2 < [ < m + 1. Vi gnsker & bevise at
det finnes et naturlig tall ¢t og primtall p;, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, slik at

l=pip2---pr.
Ut ifra definisjonen til et primtall, er ett av fglgende sant:

(1) I er et primtall;
(2) det finnes et naturlig tall a slik at 1 <a <loga |l

Anta fgrst at (1) er sant. Da rekker vi malet ved a la t veere 1 og p; veere [.
Anta istedenfor at (2) er sant. Da finnes det et naturlig tall k slik at 1 < k < [ og
Il =a-k. Vigjer folgende observasjoner.

(1) Sidenl <m+1loga<lI era<m-+1,altsaa<m.
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(2) Sidenl <m+1ogk<l,er k<m+1,altsa k < m.

(3) Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, fplger det fra (1) at det
finnes et naturlig tall s og primtall ¢;, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < s, slik at

a=dqi1q2 - - (s.

(4) Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, folger det fra (2) at det
finnes et naturlig tall s’ og primtall ¢/, for hvert naturlig tall i slik at i < &', slik at

k=qidy - dy-
(5) Det folger fra (4) at:

n = ak
=(q1-.-q5) (¢ - d¥)
=q1...qsq) - Qo

Derfor rekker vi malet ved a la t = s + s’ og
P, itse1<i<t

Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1. Ved induksjon konkluderer vi at den er

sann for alle de naturlige tallene n slik at n > 2.
O

Teorem 4.3.3. La n veare et naturlig tall slik at n > 2. Da finnes det et naturlig tall ¢
og primtall p;, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, slik at n = p1p2 - - - p¢.

Bevis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [£.3.3] ved & la | = n. O

Terminologi 4.3.4. Teorem [4.3.3| og Teorem [£.7.2] kalles aritmetikkens fundamentalteo-
rem.

Merknad 4.3.5. Aritmetikkens fundamentalteorem er ett av de vikigste teoremene
i hele matematikken. Det er spesielt viktig i tallteori og algebra, og andre deler av
matematikk som bygger pa disse to, men det dukker opp overalt: til og med i knuteteori!

Eksempel 4.3.6. La n veere 24. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢ og
primtall pq, ..., p; slik at 24 = py - - - p;. Det er riktignok sant at

24=2-2-2-4.
Herert =4, p1 = ps =p3 =2, og py = 3.

Eksempel 4.3.7. La n veere 63. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢ og
primtall p1, ..., p; slik at 63 = p;1 - - - p;. Det er riktignok sant at

63=3-3-7.

Herert=3,p1=p2=3,0gp3=".
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Eksempel 4.3.8. La n veaere 143. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢
og primtall py, ..., p; slik at 143 = p; - - - p;. Det er riktignok sant at

143 =11-13.
Herert =2, p; =11, og p2 = 13.

Eksempel 4.3.9. La n vaere 125. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall ¢
og primtall py, ..., p; slik at 125 = p; - - - p;. Det er riktignok sant at

125 =5-5-5.
Her er t = 3, og p1 = p2 = p3 = 5.

Eksempel 4.3.10. La n veere 7623. Teorem fastslar at det finnes et naturlig tall
t og primtall pq, ..., p; slik at 7623 = p; - - - p;. Det er riktignok sant at

7623 =3-3-7-11-11.
Herert:5,p1:p2:3,p3:770gp4:p5:11,

Terminologi 4.3.11. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La t veere et naturlig tall.
For hvert naturlig tall 4 slik at 1 < ¢ <t, la p; veere et primtall. Anta at

Vi sier at produktet py - - - p, er en primtallsfaktorisering av n.

Merknad 4.3.12. Ved a benytte denne terminologien, fastslar Teorem [4.3.3] at hvert
naturlig tall har en primtallsfakorisering.

Merknad 4.3.13. Idéen bak beviset for Proposisjon[£.3.2] og dermed beviset for Teorem
4.3.3], er ganske enkel, og forer til en fin metode for a finne en primtallsfaktorisering til
et naturlig tall i praksis. For & forklare dette, la oss se igjen pa Eksempel [4.3.6]

(1) Vi kan begynne med a observere at 24 = 2 - 12. Siden 12 er ikke er primtall, har
vi ikke rukket en primtallsfaktorisering av 24 enna.

(2) Vi observerer at 12 = 2 - 6. Derfor er
24 =2-2-6.
Siden 6 er ikke er primtall, har vi fremdeles rukket en primtallsfaktorisering av 24..
(3) Vi observerer at 6 = 2 - 3. Derfor er
24=2-2-2-3.

Bade 2 og 3 er primtall. Dermed har vi rukket en primtallsfaktorisering av 24: vi
kan la t vaere 4, py veere 2, pa veere 2, p3 vaere 2, og py veere 3.

10
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Dette er ikke det eneste gyldige argumentet. Istedenfor kan vi gjer folgende.

(1) Begynn med a observere at 24 = 6 - 4. Siden 6 og 4 ikke er primtall, har vi ikke
rukket en primtallsfaktorisering av 24 enna.

(2) Observer at 6 =2-3 og at 4 = 2 - 2. Derfor er
24=2-3-2-3.

Bade 2 og 3 er primtall. Dermed har vi rukket en primtallsfaktorisering av 24: vi
kan la t vaere 4, py veere 2, pa veere 3, ps veere 2, og py veere 3.

La merke til at primtallene pq, ..., p; er de samme som vi fikk tidligere. Det er kun
rekkefplgene som er annerledes.
Det er dessuten mulig & begynne med & observere at

24 =8-3.

Da kan vi fortsette som ovenfor.
La oss oppsummere.

(1) Siden 24 ikke er et primtall, finnes det minst ett par naturlige tall a og k slik at
24 =ak, 1 <a<24,0g 1 <k < 24. For a finne en primtallsfakorisering av 24, er
det nok & finne en primtallsfaktorisering av a og en primtallsfaktorisering av b.

(2) Hvis bade a og b er primtall, har vi rukket malet. Ellers kan vi uttrykke a eller b,
eller begge to, som et produkt av naturlige tall som er stgrre enn 1. Det er nok a
finne en primtallsfaktorisering av disse naturlige tallene.

(3) Slik fortsetter vi.

Uansett hvilket produkt 24 = ab vi begynner med, viser det seg at vi far den samme
primstallsfaktoriseringen til 24, bortsett fra rekkefglgen av primtallene. Den andre delen
av aritmetikkens fundamentalteorem, som vi kommer til & gi et bevis for senere, fastslar
at dette er tilfellet for et hvilket som helst naturlig tall, ikke kun 24.

Eksempel 4.3.14. La oss gjennomfgre metoden i Merknad for & finne en prim-
tallsfaktorisering til 600. For eksempel kan vi regne som folger:

600 = 50 - 12
= (10-5)-(2-6)
=10-5-2-6
=(5-2)-5-2-(2-3)
=5.2.5.2.2.3.

Dermed er
5-2-5-2-2-3

11
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en primtallsfaktorisering av 600. Ved & endre rekkefslgen av primtallene i denne fakto-
riseringen litt, far vi
2-2.-2-3-5-5.

Vi kan gjennomfgre metoden i Merknad pa mange andre mater. For eksempel kan
vi regne som fglger:

600 = 6 - 100
=(3-2)-(10-10)
=3.2.10-10
=3.2-(2-5)-(5-2)
=3.2.2.5.5.2,

Ved a endre rekkefglgen av primtallene i denne faktoriseringen litt, ser vi at vi har rukket
den samme primtallsfaktoriseringen som ovenfor, nemlig

2.2-2-3-5-5.

Eksempel 4.3.15. La oss gjennomfgre metoden i Merknad [4.3.13| for a finne en prim-
tallsfaktorisering til 126. Vi kan regne som fglger:

126 =2-63
=2-(9-7)
=2-9-7
=2-(3-3)-7
—-92.3.3.7

Dermed er
2-3-3-7

en primtallsfaktorisering av 126.
Alternativt kan vi for eksempel regne som folger:

126 = 3 - 42
=3-(21-2)
=3-21-2
=3-(7-3)-2
=3-7-3-2.

Dermed er
3-7-3-2

en primtallsfaktorisering av 126. Ved a endre rekkefglgen av primtallene i denne fakto-
riseringen litt, ser vi at vi har rukket den sammen primtallsfaktoriseringen som ovenfor,
nemlig

2-3-3-7.
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4.3 Aritmetikkens fundamentalteorem I

For & gjennomfgre metoden i Merknad [4.3.13] ma vi finne fgrst et naturlig tall som
deler 126. I praksis er det sannsynlig at vi hadde ferst lagt merke til at 2 | 126, og
deretter regnet som ovenfor, ved & begynne med produktet

126 = 2 - 63.

Likevel er alle andre mater a gjennomfgre metoden i Merknad like verdifulle. For
eksempel er det usannsynlig at vi fgrst kommer fram til produktet

126 =14 -9,

men om det er tilfellet, kan vi godt regne som fglger:

126 =14-9
= (7-2)-(3-3)
=7-2-3-3.
Dermed er
7-2-2-3

en primtallsfaktorisering av 126. Ved a endre rekkefglgen av primtallene i denne fakto-
riseringen litt, ser vi at vi har rukket den sammen primtallsfaktoriseringen som ovenfor,

nemlig
2-3-3-7.

Korollar 4.3.16. La n veere et naturlig tall. Da finnes det et naturlig tall ¢, primtall
P1, P2, - - ., Pt, og naturlige tall k1, ks, ..., k; slik at

k k k
n:pll .p22...ptt’

og slik at p; # p; om 7 # j.

Bewis. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall s og primtall ¢1, qo, ..., gs slik at
n=4q1--gs-
La p1, pa, ..., p; veere de primtallene blant ¢1, gs, ..., gs som forblir etter a ha hevde
alle repetisjoner. Da er ¢; # ¢; dersom ¢ # j.
For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, la k; veere antall primtall blant q1, g2, ..., ¢s som

er like p;, altsa antall ledd i produktet ¢ - - - g5 som er like p;. Ved a bytte om rekkefglgen
av primtallene i produktet, er da

n=pip1---pP1-pP2p2---P2 " "PsPs- " Ps-

k1 ganger ko ganger ks ganger

Dermed er
k k
n = pll .. .ptt_
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4 Primtall

Eksempel 4.3.17. Ut ifra Eksempel 4.3.14]er 23 - 352 en primtallsfaktorisering til 600.
Eksempel 4.3.18. Ut ifra Eksempel [4.3.15|er 2- 32 - 7 en primtallsfaktorisering til 126.

Korollar 4.3.19. La n veere et naturlig tall slik at n > 1. Da finnes det et primtall p
slik at p | n.

Bewvis. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall ¢ og primtall pi, po, ..., p; slik at

n=pi-pr

Dersom t = 1, er n et primtall. Siden n | n, er korollaret i dette tilfellet.
Dersom ¢t > 1, er
n=(p1- - pi-1)  Pt,

altsa p; | n. O

Merknad 4.3.20. Et hvilket som helst av primtallene p;, p2, ..., p: kan benyttes
istedenfor p; i beviset for Korollary [4.3.19

Eksempel 4.3.21. Korollar [4.3.19| fastslar at det naturlige tallet 231 er delelig med et
primtall. Siden 231 = 21 - 11, har vi riktignok: 11 | 231.

Eksempel 4.3.22. Korollar [£.3.19] fastslar at det naturlige tallet 24843 er delelig med
et primtall. Siden 24843 = 1911 - 13, har vi riktignok: 13 | 24843.

4.4 Det finnes uendelig mange primtall

Merknad 4.4.1. Ved hjelp av aritmetikkens fundamentalteorem kan vi na bevise et
teorem gar helt tilbake til Antikkens Hellas, og er ett av de meste bergmte teoremene i
hele matematikken.

Teorem 4.4.2. La n veere et naturlig tall. Da finnes det et primtall p slik at p > n.

Bevis. La q veere produktet av alle primtallene som er mindre enn eller like n. Ut ifra
Teorem finnes det et naturlig tall ¢t og primtall pq, ..., p; slik at

g+1l=pi--pe
Anta at p; < n. Vi gjor fglgende observasjoner.
(1) Ut ifra definisjonen til g og antakelsen at p; < n, folger det at p; | q.

(2) Siden
g+1l=pi-(p2---pt),
har vi: py | ¢+ 1.

(3) Det folger fra (1) og Proposisjon [2.5.12| at py | —g.
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4.4 Det finnes uendelig mange primtall

(4) Det folger fra (2), (3), og Proposisjon [2.5.24]at p1 | (¢ + 1) — g, altsa at p; | 1.

Siden p; er et primtall, er p; > 2. Det kan ikke veere sant at bade p; | 1 og p1 > 2.
Siden antakelsen at p; < n fgrer til denne motsigelsen, deduserer vi at det ikke er sant

at p1 < n. Derfor er p; > n.
O

Merknad 4.4.3. Det er ikke noe spesielt med p; i beviset for Teorem Det sam-
me argumentet viser at p; > n for alle primtallene p1, p2, ..., pr som dukker opp i
primtallsfaktorisingen til ¢ + 1 i beviset.

Merknad 4.4.4. Teorem fastslar at det finnes uendelig mange primtall: uansett
hvor stort et naturlig tall er, kan vi alltid finne et stgrre primtall.

Eksempel 4.4.5. La oss ga gjennom beviset for Teorem nar n = 14. Det finnes
seks primtall som er mindre enn eller likt 14, nemlig 2, 3, 5, 7, 11, og 13. La q vere
produktet av disse primtallene, altsa

¢q=2-3-5-7-11-13.

Dette produktet er likt 30030. Beviset for Teorem fastslar at hvert primtall i en
primtallsfaktorisering av ¢ + 1, altsa av 30031, er stgrre enn 14. Vi har:

30031 = 59 - 509,

og bade 59 og 509 er primtall. Med andre ord, er primtallet p; i beviset for Teorem [4.4.2
likt 59 i dette tilfellet: det er riktignok at 59 > 14.

Merknad 4.4.6. Ofte er beviset for Teorem misforstatt: det fastslar tkke at ¢ + 1
er et primtall som er stgrre enn n, hvor ¢ er produktet av de primtallene som er mindre
enn eller likt n. Det er sant at ¢ + 1 > n, men det er ikke ngdvendigvis sant at ¢ + 1 er
et primtall. Som vi sa i Eksempel er ¢ + 1 ikke et primtall nar n = 14. Med andre
ord, er

(2-3-5-7-11-13)+1
ikke et primtall: det er delelig med 59 og med 509.

Som vi har sett, fastslar Teorem heller at hvert primtall i en primtallsfaktorisering
av g + 1 er stgrre enn n.

Eksempel 4.4.7. Noen ganger er imidlertid g+1 selv et primtall. La oss ga for eksempel
gjennom beviset for Teorem nar n = 8. Det finnes fire primtall som er mindre enn
eller likt 8, nemlig 2, 3, 5, og 7. La g veere produktet av disse primtallene, altsa

g=2-3-5-T.

Dette produktet er lik 210. Beviset for Teorem fastslar at hvert primtallene i en
primtallsfaktorisering av ¢+ 1, altsa av 211, er stgrre enn 8. Faktisk er 211 et primtall, og
derfor er 211 selv en primtallsfaktorisering, med ett ledd i produktet, av 211. Med andre
ord, er primtallet p; i beviset for Teorem [£.4.2]lik 211 i dette tilfellet: det er riktignok
at 211 > 8.
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4 Primtall

Merknad 4.4.8. Argumentet bak beviset for Teorem kan tilpasses for & bevise at
andre lignende pastander sanne. La oss se pa et eksempel.

Proposisjon 4.4.9. La n vere et heltall slik at n > 0. Da finnes det et primtall p slik
at p=3 (mod 4) og p > n.

Beuvis. La q veere produktet av alle primtallene som er mindre enn eller like n, og som
er kongruent til 3 modulo 4. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall ¢ og primtall
P, ..., pt slik at

dq—1=p1--pr
Ut ifra Proposisjon er, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, ett av fglgende sant:

(1) ps =0 (mod 4);
(2) pi=1 (mod 4);
(3) pi =2 (mod 4);
(4) ps =3 (mod 4);

Anta forst at (1) er sant for et naturlig tall ¢ < ¢.. Da folger det fra Korollar [3.2.45| at

(pl o 'pi—l) “Dic (pi+1 o 'pt) = (pl o 'pi—l) -0~ (pi+1 o 'pt) (mOd 4)7

altsa at
4qg—1=0 (mod 4).

Imidlertid er
4¢g—1=3 (mod 4).

Siden 0 # 3, folger det fra Proposisjon [3.2.11| at det ikke kan veere sant at bade
4g—1=0 (mod 4)

og
4g—1=3 (mod 4).

Siden antakelsen at (1) er sant forer til denne motigelsen, konkluderer vi at (1) ikke er
sant.
Anta na at (3) er sant for et naturlig tall ¢ < ¢. Siden 2 | 4, folger det da fra Proposisjon

3.2.54] at p; =0 (mod 2). Da folger det fra Korollar [3.2.45| at
(p1++ pim1) " pi - (Pit1 pe) = (p1-+-pim1) -0 (Pit1---pr)  (mod 2),

altsa at
4g—1=0 (mod 2).

Imidlertid er
4g—1=1 (mod 2).
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4.4 Det finnes uendelig mange primtall

Siden 0 # 1, fglger det fra Proposisjon [3.2.11] at det ikke kan veaere sant at bade
4g—1=0 (mod 2)

og
4g—1=1 (mod 4).

Siden antakelsen at (3) er sant forer til denne motigelsen, konkluderer vi at (3) ikke er
sant.
Anta na at (2) er sant for alle de naturlige tallene i slik at i < t. Da folger det fra

Proposisjon [3.2.42] at
pr---pe=1"  (mod 4),

altsa at
4g—1=1 (mod4).

Imidlertid er
4g—1=3 (mod 4).

Siden 1 # 3, fglger det fra Proposisjon [3.2.11] at det ikke kan veaere sant at bade
4g—1=1 (mod 4)

og
4¢g—1=3 (mod 4).

Siden antakelsen at (2) er sant fgrer til denne motigelsen, konkluderer vi at (2) ikke er
sant for alle de naturlige tallene i slik at 7 < t.

Derfor finnes det et naturlig tall 4, hvor ¢ < ¢, slik at (4) er sant, altsa at p; = 3
(mod 4). Anta at p; < n. Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Siden p; = 3 (mod 4), flger det fra definisjonen til ¢ og antakelsen at p; < n at
pi | q.

(2) Siden
4 —1=p; - (p1-- Pic1Pit1 """ Dt),
har vi: p; | 4¢ — 1.

(3) Det folger fra (1) og Korollar [2.5.18| at p; | 4q.
(4) Det folger fra (2) og Korollar [2.5.18 at p; | —(4q — 1).
(5) Det folger fra (3), (4), og Proposisjon [2.5.24| at p; | 4¢ — (4¢ — 1), altsa at p; | 1.

Siden p; er et primtall, er p; > 2. Det kan ikke veere sant at bade p; | 1 og p; > 2.
Siden antakelsen at p; < n ferer til denne motsigelsen, deduserer vi at det ikke er sant

at p; < n. Derfor er p; > n.
O
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4 Primtall

Merknad 4.4.10. De fgrste 10 primtallene som er kongruent til 3 modulo 4 er: 3, 7, 11,
19, 23, 31, 43, 47, 59, og 67. Proposisjon [4.4.9] fastslar at det finnes uendelig mange slike
primtall: nansett hvor stgrt et naturlig tall er, finnes det alltid et primtall kongruent til
3 modulo 4 som er stgrre.

Merknad 4.4.11. Beviset for Proposisjon gir oss en metode for a finne et primtall
kongruent til 3 modulo 4 som er stgrre enn et bestemt naturlig tall n: ett av primtallene
i en primtallsfaktorisering av 4q¢ — 1 er et primtall kongruent til 3 modulo 4, hvor ¢ er
produktet av alle de primtallene mindre enn eller likt n som er kongruent til 3 modulo
4.

Eksempel 4.4.12. La n veere 22. Primtallene som er mindre enn eller likt 22, og som
er kongruent til 3 modulo 4, er 3, 7, 11, og 19. La ¢ =3 - 7-11- 19, altsa ¢ = 4389. Da
er 4¢ — 1 = 17555. En primtallsfakorisering av 17555 er 5 - 3511. Beviset for Proposisjon
fastslar at enten 5 eller 3511 er stgrre enn 22 og kongruent til 3 modulo 4. Det er
riktignok sant at 3511 > 22 og 3511 = 3 (mod 4).

4.5 Eksempler pa bevis for utsagn om primtall hvor
kongruenser benyttes

Merknad 4.5.1. 1 av Kapittel 2, sa vi at vi kan benytte divisjonsalgoritmen for
a dele i tilfeller et bevis for et utsagn om heltallene. I denne delen av kapittelet skal vi
se pa et par eksempler hvor vi benytter den samme tilnsermingsmetoden, men hvor vi
benytter kongruenser istedenfor & benytte divisjonsalgoritmen direkte. Da blir tilnser-
mingsmetoden mer elegant, og fortere & gjennomfgre. I tillegg skal vi se pa hvordan en
antakelse om primtall kan benyttes nar vi gjennomfgre et slikt bevis.

Proposisjon 4.5.2. La n vere et heltall slik at n > 0. Da finnes det et heltall m > 0
slik at 3m + 2 er et primtall, og 3m + 2 | 3n + 2.

Bevis. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig tall ¢ og, for hvert naturlig tall ¢ slik
at ¢ < t, et primtall p;, slik at
N+2=py - ps.

Ut ifra Proposisjon er, for hvert naturlig tall ¢ slik at 7 < ¢, ett av folgende sant:
(A) pi =0 (mod 3);
(B) pi =1 (mod 3);
(C) ps =2 (mod 3).

Vi skal gjennomfgre beviset i hvert tilfelle hvert for seg.
Anta forst at (A) er sant for et naturlig tall i slik at ¢ < ¢. Fra Korollar [3.2.45, har vi
da:

(pr---pim1) - pi - (Pivr--pe) = (p1-pi-1) - 0+ (Pis1---pe)  (mod 3),
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4.5 Eksempler pa bevis for utsagn om primtall hvor kongruenser benyttes

altsa
(p1---pi-1) - pi - (Piv1---p) =0 (mod 3).

Dermed er
3n+2=0 (mod 3).

Imidlertid er
3n+2=2 (mod 3).

Siden 0 # 2, fglger det fra Proposisjon [3.2.11] at det ikke kan vaere sant at bade

3n+2=0 (mod 3)
0og
3n+2=2 (mod 3).

Siden antakelsen at (A) er sant forer til denne motigelsen, konkluderer vi at (A) ikke er
sant.
Anta na at (B) er sant for alle de naturlige tallene ¢ < t. Fra Proposisjon har
vi da:
pr--pn=1" (mod 3),

altsa
3n+2=1 (mod 3).

Imidlertid er
3n+2=2 (mod 3).

Siden 1 # 2, fglger det fra Proposisjon [3.2.11] at det ikke kan vaere sant at bade

3n+2=1 (mod 3)

0og
3n+2=2 (mod 3).

Siden antakelsen at (B) er sant forer til denne motigelsen, konkluderer vi at (B) ikke er
sant for alle de naturlige tallene ¢ slik at ¢ <.
Derfor finnes det et naturlig tall 4, hvor i < ¢, slik at (C) er sant, altsa at

pi =2 (mod 3).

Ut ifra definisjonen til denne kongruensen, har vi da: 3 | p; — 2. Dermed finnes det et
heltall m slik at m > 0 og p; = 3m + 2. Siden

3n+2=p;-(p1-Di—1Pi1" " Dt)

har vi i tillegg:
Di | 3n + 2.

Saledes er 3m + 2 et primtall som deler 3n + 2.
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4 Primtall

Merknad 4.5.3. Med andre ord, fastslar Proposisjon [4.5.2] at hvert naturlig tall som er
lik 3n + 2 for noen heltall n > 0, er delelig med et primtall som er lik 3m + 2 for noen
heltall m > 0.

Eksempel 4.5.4. Siden 119 = 3 - 39 + 2, fastslar Proposisjon at det finnes et
primtall som bade deler 119 og er lik 3m + 2 for noen heltall m > 0. Riktignok har vi:

(1) 17| 119;
(2) 17 er et primtall;
(3) 17=3-5+2.
Med andre ord, kan vi la m = 5.

Eksempel 4.5.5. Siden 32 = 31042, fastslar Proposisjon[4.5.2]at det finnes et primtall
som bade deler 32 og er lik 3m + 2 for noen heltall m > 0. Riktignok har vi:

(1) 2] 32,
(2) 2 er et primtall;
(3) 2=3-0+2.

Med andre ord, kan vi la m = 0.

Eksempel 4.5.6. Siden 47 = 3-15+2, fastslar Proposisjon[£.5.2]at det finnes et primtall
som bade deler 47 og er lik 3m + 2 for noen heltall m > 0. Faktisk er 47 selv et primtall:
vi kan la m = 15.

Proposisjon 4.5.7. La p vaere et primtall slik at p > 5. Da er p? + 2 delelig med 3.

Bevis. Ut ifra Proposisjon er ett av fglgende sant:

( (
(B) p=1 (mod 6);
(C) p=2 (mod 6);
(D) p=3 (mod 6);
(E) p=4 (mod 6);
(F) p=5 (mod 6).

Anta forst at (A) er sant. Fra Proposisjon har vi da: 6 | p. Siden p er et primtall,
er 1 og p de eneste naturlige tallene som deler p. Derfor er p = 6. Imidlertid er 6 ikke et
primtall. Siden antakelsen at (A) er sant forer til motsigelsen at p bade er og er ikke et
primtall, konkluderer vi at (A) ikke er sant.
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4.5 Eksempler pa bevis for utsagn om primtall hvor kongruenser benyttes

Anta né at (C) er sant. Ut ifra Proposisjon[3.2.54er dap = 0 (mod 2). Fra Proposisjon
folger det at: 2 | p. Siden p er et primtall, er 1 og p de eneste naturlige tallene
som deler p. Derfor er p = 2. Imidlertid er 2 < 5. Siden antakelsen at (C) er sant forer
til motsigelsen at bade p > 5 og p < 5, konkluderer vi at (C) ikke er sant.

Anta na at (D) er sant. Ut ifra Proposisjon[3.2.54/er dap = 0 (mod 3). Fra Proposisjon
folger det at: 3 | p. Siden p er et primtall, er 1 og p de eneste naturlige tallene
som deler p. Derfor er p = 3. Imidlertid er 3 < 5. Siden antakelsen at (D) er sant forer
til motsigelsen at bade p > 5 og p < 5, konkluderer vi at (D) ikke er sant.

Anta na at (E) er sant. Vi har: 4 = —2 (mod 6). Ut ifra Proposisjon er da

p=—2 (mod 6).

Fra Proposisjon folger det at p =0 (mod — 2). Fra Korollar deduserer vi
at p=0 (mod 2). Ut ifra Proposisjon [3.2.13 har vi da: 2 | p. Som i tilfellet hvor vi antok
at (C) var sant, konkluderer vi at (E) ikke er sant.

Anta na at (B) er sant. Fra Proposisjon fplger det at

p>=1% (mod 6),

altsa at
p>=1 (mod 6).

Da fglger det fra Korollar [3.2.39| at
pP?+2=1+2 (mod 6),

altsa at

p*+2=3 (mod 6).

Ut ifra Proposisjon [3.2.54] er da

p>+2=0 mod 3.

Fra Proposisjon [3.2.13| har vi da: 3 | p? + 2.
Anta na at (F) er sant. Vi har: 5 = —1 (mod 6). Ut ifra Proposisjon |3.2.33| er da

p=-—1 (mod 6).
Fra Proposisjon |3.2.48| fglger det at

P> =(-1)* (mod 6),

altsa at
p =1 (mod 6).

Som i tilfellet hvor vi antok at (B) var sant, folger det at: 3 | p? + 2.

21



4 Primtall
Merknad 4.5.8. Det folger fra Proposisjon [4.5.7 at, dersom p > 5 er et primtall, er
p? + 2 ikke et primtall.

Eksempel 4.5.9. La p = 11. Proposisjon fastslar at 112 + 2, altsa 123, er delelig
med 3. Dette er riktignok sant: 123 = 41 - 3.

Eksempel 4.5.10. La p = 17. Proposisjon fastslar at 172 + 2, altsa 291, er delelig
med 3. Dette er riktignok sant: 291 = 97 - 3.

4.6 Primtallsfaktoriseringer og stdrste felles divisor

Proposisjon 4.6.1. La n og n’ vaere naturlige tall. Anta at

n=p1--pt

hvor t er et naturlig tall og, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ¢, p; er et primtall. Anta
dessuten at

n/:pll...p;H
hvor ¢’ er et naturlig tall og, for hvert naturlig tall ¢’ slik at i/ < #/, py er et primtall. La

q1, G2, ---, s veere alle primtallene slik at, for hvert naturlig tall j slik at 7 < s, finnes
det naturlige tall i og i’ slik at g; = p; og ¢; = p}, hvor i <t og ¢ <t'. Da er

sfd(n,n’) = q1 -+ - ¢s.

Bevis. La k veere produktet av alle primtallene blant p1, ..., p; som ikke er like g; for
noen naturlig tall j slik at j < s. Da er

altsa
q1---qs | n.

La k" vaere produktet av alle primtallene blant pf, ..., p;, som ikke er like ¢; for noen
naturlig tall j slik at 7 < s. Da er

W=k (g q),

altsa
qr---qs | n'.

La ¢ veere et naturlig tall slik at ¢ | n og ¢ | n'. Ut ifra Teorem finnes det et naturlig
tall u og, for hvert naturlig tall [ slik at I < u, et primtall p;, slik at

C=DP1"" " Pu-

Vi gjor folgende observasjoner.
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(1) For hvert naturlig tall [ slik at [ < u, er

c=(p1 " Pi-1Pit1 " Du) " PI-
Dermed har vi: p; | c.

(2) Siden c | n, folger det fra (1) og Proposisjon 2.5.27| at p; | n for hvert naturlig tall
[ slik at I < .

(3) Det folger fra (2) og Korollar [4.2.23|at, for hvert naturlig tall [ slik at [ < u, finnes
det et naturlig tall ¢ slik at ¢ < t og p; = p;.

(4) Siden ¢ | n/, folger det fra (1) og Proposisjon [2.5.27| at p; | n’ for hvert naturlig
tall { slik at | < w.

(5) Det folger fra (4) og Korollar [4.2.23|at, for hvert naturlig tall [ slik at [ < u, finnes
det et naturlig tall ¢’ slik at i’ <t og p; = py.

(6) Det folger fra (3) og (5) at, for hvert naturlig tall [ slik at [ < w, finnes det et
naturlig tall j slik at 7 < s og p; = ¢s.

La m veere produktet av alle primtallene blant ¢, ..., gs som ikke er like p; for noen
naturlig tall [ slik at [ < u. Da er

G- gs=m-(p1--pu),

altsa
g gs=m-c.
Dermed har vi:
cla s

Det fglger fra Proposisjon [2.5.30| at ¢ < g1 - - - ¢s. Saledes har vi bevist at:
M q1---gs [ n;
() qu---qs [ n';

(III) dersom c er et naturlig tall slik at ¢ | n og ¢ | n/, er

Vi konkluderer at

d

Merknad 4.6.2. Proposisjon gir oss en ny tilnseermingsmetode for a finne den
storste felles divisoren til et par naturlig tall n og n’:

(1) finn en primtallsfaktorisering av n og en primtallsfaktorisering av n';
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4 Primtall

(2) da er sfd(n,n’) lik produktet av alle primtallene som dukker opp i begge prim-
tallsfaktoriseringene.

Eksempel 4.6.3. La oss benytte oss av denne tilngermingsmetoden for a finne sfd(105, 30).
En primtallsfaktorisering av 105 er
3-5-7.

En primtallsfaktorisering av 30 er
2-3-5.

Primtallene som dukker opp i begge primtallsfaktoriseringene er 3 og 5. Proposisjon [4.6.1
fastslar at
sfd(105,30) = 3 - 5,

altsa at
sfd(105, 30) = 15.

Eksempel 4.6.4. La oss benytte oss av denne tilngermingsmetoden for a finne sfd(180, 216).
En primtallsfaktorisering av 180 er

2-2-3-3-5.
En primtallsfaktorisering av 216 er
2-2-2-3-3-3.

Primtallene som dukker opp i begge primtallsfaktoriseringene er 2 (to ganger) og 3 (to
ganger). Proposisjon fastslar at

sfd(180,216) =2-2-3- 3,

altsa at
sfd(180,216) = 36.

Eksempel 4.6.5. La oss benytte oss av denne tilnsermingsmetoden for & finne
sfd(254163, 4952038).
En primtallsfaktorisering av 254163 er
3-7-7-7-13-19.
En primtallsfaktorisering av 4952038 er
2.-7-7-13-13-13 - 23.

Primtallene som dukker opp i begge primtallsfaktoriseringene er 7 (to ganger) og 13.
Proposisjon [£.6.1] fastslar at

sfd(254163,4952038) = 7 -7 13,

altsa i at
sfd (254163, 4952038) = 637.
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4.7 Aritmetikkens fundamentalteorem I

4.7 Aritmetikkens fundamentalteorem I

Merknad 4.7.1. Teorem fastslar at hvert naturlig tall har en primtallsfaktorise-
ring. I Merknad Eksempel og Eksempel s4 vi pa en metode for &
finne en primtallsfaktorisering til et naturlig tall i praksis. Denne metoden kan typisk
gjennomfgres pa flere mater, men vi sa at vi alltid far den samme primtallsfaktoriserin-
gen.

Na skal vi bevise at dette er ngdvendigvis sant: hvert naturlig tall har kun én primtalls-
faktorisering. Det er kun rekkefglgen av primtallene i faktoriseringen som kan veere ulik.
Med andre ord, har hvert naturlig tall kun én primtallsfaktorisering slik at primtallene
i faktoriseringen gar fra lavest pa venstre side til hgyest pa hgyre side.

Teorem 4.7.2. La n veere et naturlig tall. La s og t veere naturlige tall. Anta at det
finnes, for hvert naturlig tall 7 slik at ¢ < s, og hvert naturlig tall j slik at j < ¢, primtall
pi og p; slik at

n=p1 - DPs
og
n=p}-1h
Anta dessuten at
p1<p2<--- < ps
og at
Py <ph <o <ph
Da har vi:
D) s=t

(I1) p; = p for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < s.

Bevis. Forst sjekker vi om proposisjonen er sann nar s = 1. Da er n = p1, hvor py er et
primtall. La ¢ veere et naturlig tall. Anta at det finnes, for hvert naturlig tall j slik at
j < t, primtall p slik at

p1=py- Pl
hvor

/ / /

p1 <Py < py-

Vi gnsker a bevise at vi da har: t =1 og p; = p). Siden

p1 =Dy D
har vi: p} | p1. Siden p; er et primtall, folger det fra Korollar 4.2.23|at pj = p;. Anta at
t > 1. Da har vi:
/ /
pP1=p1- (Pz“'Pt) .
Det fglger fra Proposisjon [2.2.25] at

/

L=y
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4 Primtall

Siden p; er, for hvert naturlig tall j slik at j < ¢, et primtall, er p;» > 2. Derfor er

P

p’2..

Det kan ikke veere sant at bade
og
/
P2

-pQZQ.

.pgzl

> 2.

Siden antakelsen at t > 1 fgrer til denne motsigelsen, konkluderer vi at det ikke er sant
at t > 2. Dermed er t = 1. Saledes har vi bevist at proposisjonen er sann nar s = 1.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar s = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
Vi gnsker a bevise at det fglger at proposisjonen er sann nar s = m + 1. Anta at det
finnes et naturlig tall ¢ slik at, for hvert naturlig tall slik at ¢ < m + 1, og hvert naturlig

tall j slik at j < ¢, primtall p; og p; slik at

n=prps
og
n=ph-p
Anta dessuten at
P1<p2 <t S Pml
og at
Py <py < <ph

Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Siden
Pi---p;

har vi:

Pmt1 | P1 Dy

(P1- - Pm) - Pm+1,

/

Siden pp,41 er et primtall, folger det fra Korollar [£.2.23] at det finnes et naturlig tall
j slik at j <t og pm+1 = pj. Siden p; < pj, deduserer vi at pm+1 < pj.

(2) Siden

P1- Pm1 = Py Di_1) - Pl

har vi:

PQ |p1"'pm+1-

Siden p} er et primtall, fglger det fra Korollar [4.2.23| at det finnes et naturlig tall 4
slik at i <m + 1 og p; = p;. Siden p; < piy1, deduserer vi at p; < ppi1.

(3) Fra (1) og (2) har vi: pmy1 < pj 0g Py < pm+1. Det folger at prr1 = pj.
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4.8 Inverser modulo et primtall

(4) Ut ifra (3) og ligningen
Pic Pl =Py
er
(P1-+-Pm) - D1 = (P Pio1) - Pt
Det folger fra Proposisjon at

Fra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, folger det fra (4) at:
(I m=t—-1;
(I1) p; = p} for hvert naturlig tall ¢ slik at 1 <7 < m.

Ut ifra (I) er m 4+ 1 = ¢. Ut ifra (3) og (II) er p; = p} for hvert naturlig tall ¢ slik at
1 <i < m+ 1. Saledes er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for alle naturlige tall.
O]

Merknad 4.7.3. Teorem [£.7.2]er ikke sant om vi ikke antar at p; er et primtall for hvert
naturlig tall ¢ slik at ¢ < s, og at p} er et primtall for hvert naturlig tall j slik at j < ¢.
For eksempel har vi: 12 =3-4 og 12 = 2 6. Det er ikke sant at 3 = 2 og at 4 = 6.

Merknad 4.7.4. Antakelsen at
pr<p2 <o < pg

0g
PL<ph <<
er harmlgs: vi kan bytte om rekkefglgen av primtallene i en hvilken som helst primtalls-

faktorisering for & oppfylle dette kravet. Dermed kan Teorem formuleres som i det
andre avsnittet av Merknad .7.1]

Merknad 4.7.5. Nar vi sa pa divisjonsalgoritmen i var det bade en proposisjon
som sa noe om eksistens (Proposisjon [2.2.6) og en proposisjon sa noe om entydighet

(Proposisjon [2.2.15)): se Merknad [2.2.17} Pa lignende vis er Teorem et teorem om

eksistensen av en primtallsfaktorisering til et naturlig tall, mens Teorem er et
teorem om entydigheten av primtallsfakoriseringene til et naturlig tall.

4.8 Inverser modulo et primtall
Merknad 4.8.1. Fra skolen kjenner du godt til at ligningen

3r=1
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4 Primtall

har en lgsning: © = é Vi skriver ofte % som 371, For et hvilket som helst heltall a slik

at a # 0, er z = %, altsa © = a~ !, en lgsning til ligningen

axr = 1.
Brokene a~! er sveert viktige. De gir oss muligheten til & definere begrepet <dele med
a>: gang med a~ !,
Bortsett fra nar a = 1 eller a = —1, er a~! aldri et heltall. Det vil si ligningen

ar =1

har en heltallslgsning kun nar a er lik enten 1 eller —1. Vi kan ikke dele i verdenen av
heltall: vi ma jobbe i den stgrre verdenen av brgk.
La n veere et naturlig tall. Hva om vi istedenfor ser pa kongruensen

ar =1 (mod n)?

Nar n er et primtall p, fglger det resultater om linsere kongruenser som vi har sett pa at
denne kongruensen har en heltallslgsning for et hvilket som helst a som ikke delelig med
.

Nar vi jobber modulo et primtall, finnes det dermed et heltall som spiller rollen av
breket a~!. Dette heltallet gir oss muligheten til & dele i aritmetikk modulo et primtall.

Saledes finnes det et forhold mellom aritmetikk modulo p og aritmetikk med brgk.
Dette forholdet er pa mange mater narere enn forholdet mellom aritmetikk modulo p
og aritmetikk med heltall.

At vi kan dele i aritmetikk modulo et primtall er sveert viktig. Vi kommer til & benytte
oss av dette ofte!

Definisjon 4.8.2. La p veere et primtall. La a vaere et heltall slik at det ikke er sant at
a =0 (mod p). En invers til a modulo p er et heltall z slik at az =1 (mod p).

Notasjon 4.8.3. Vi betegner en invers z til a modulo p slik at 0 < z < p som a~!.

Eksempel 4.8.4. Siden 2-3 =6 og 6 =1 (mod 5), er 3 en invers til 2 modulo 5. Med
andre ord er 271 = 3 i aritmetikk modulo 5.

Eksempel 4.8.5. Siden 3-5 = 15 og 15 = 1 (mod 7), er 5 en invers til 3 modulo 7.
Med andre ord er 3=! = 5 i aritmetikk modulo 7.

Eksempel 4.8.6. Siden 2-2 =4 og 4 =1 (mod 3), er 2 en invers til 2 modulo 3. Med
andre ord er 27! = 2 i aritmetikk modulo 3.

Merknad 4.8.7. Eksempel [1.8.4 og Eksempel [4.8.6] viser at inversen til et heltall modulo
et primtall p avhenger av p. Hvis vi med andre ord har to ulike primtall p og ¢, kan en
invers til et heltall @ modulo p veere ulik en invers til ¢ modulo q.

Proposisjon 4.8.8. La p veaere et primtall. La a veere et heltall slik at det ikke er sant
at a =0 (mod p). Ut ifra Proposisjon finnes det at heltall r slik at:
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4.8 Inverser modulo et primtall

(1) a=r (mod p).
(2) 0<r<p;
Da er et heltall x en invers til @ modulo p hvis og bare hvis x er en invers til » modulo p.
Bevis. Ut ifra (1) og Korollar er
ar =rx (mod p).
Ut ifra Proposisjon og Proposisjon er da
re=1 (mod p)

hvis og bare hvis
ar=1 (mod p).

Eksempel 4.8.9. Siden 12 -3 = 36 og

36=1 (mod 5),
er 3 en invers til 12 modulo 5. Vi har:

12=2 (mod 5).

Proposisjon [1.8.8] fastslar at 3 er da en invers til 2 modulo 5. Fra Eksempel [4.8.4] vet vi
at dette er riktignok sant.

Eksempel 4.8.10. Siden 38 -5 = 190 og

190=1 (mod 7),
er 5 en invers til 38 modulo 7. Vi har:

38=3 (mod 7).

Proposisjon [1.8.8] fastslar at 5 er da en invers til 3 modulo 7. Fra Eksempel [£.8.5] vet vi
at dette er riktignok sant.

Proposisjon 4.8.11. La p veere et primtall. La a vaere et heltall slik at det ikke er sant
at a =0 (mod p). La x veere en invers til @ modulo p. Da finnes det et heltall r slik at:

(1) r er en invers til a modulo p;
(2) 0<r<p;
(3) =7 (mod p).
Bewvis. Ut ifra Proposisjon finnes det et heltall r slik at:
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4 Primtall

(I) = =r (mod p);
(I) 0 <r<p.
Vi gjor folgende observasjoner.
(1) Det folger fra (I) og Korollar at

ar = ar (mod p).

Fra Proposisjon [3.2.24] fglger det at

ar =azx (mod p).

(2) Siden z er en invers til @ modulo p, er

ar =1 (mod p).

Fra (1), (2), og Proposisjon [3.2.33| folger det at
ar =1 (mod p),

altsa at r er en invers til ¢ modulo p.

Eksempel 4.8.12. Siden 3-7 = 21 og
21=1 (mod 5),
er 7 en invers til 3 modulo 5. Siden 3 -2 = 6 og
6=1 (mod5),
er 2 i tillegg en invers til 3 modulo 5. Proposisjon fastslar at
7=2 (mod 5).
Dette er riktignok sant.
Eksempel 4.8.13. Siden 4 - 25 = 100 og
100=1 (mod 11),
er 25 en invers til 4 modulo 11. Siden 4 - 3 = 12 og
12=1 (mod 11),
er 3 i tillegg en invers til 4 modulo 11. Proposisjon fastslar at
25=3 (mod 11).

Dette er riktignok sant.
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Proposisjon 4.8.14. La p veere et primtall. La a veere et heltall slik at det ikke er sant
at a =0 (mod p). Da finnes det et heltall  som er en invers til @ modulo p, og enhver
annet heltall som er en invers til a er kongruent til x modulo p.

Beuvis. Fglger umiddelbart fra Proposisjon [4.2.28] ved a la ¢ veere 1. ]

Korollar 4.8.15. La p vaere et primtall. La a vaere et heltall slik at det ikke er sant at
a =0 (mod p). Da finnes det et heltall r slik at:

(1) 7 er en invers til a modulo p;
(2) 0<r<p;
(3) enhver annet heltall som er en invers til a er kongruent til » modulo p.

Bevis. Folger umiddelbart fra Proposisjon [4.8:14] Proposisjon Proposisjon [3.2.33
og Proposisjon O

Merknad 4.8.16. Korollar [4.8.15] fastslar at, for et hvilket som helst heltall a, finnes
det et heltall # som kan betegnes a~! ifslge Notasjon [4.8.3 Dessuten er z det eneste
heltallet som kan betegnes slikt.

Eksempel 4.8.17. La p veere 2. Siden 1-1 =1 og
1=1 (mod 2),

er 17! = 1 modulo 2. Ut ifra Proposisjon er inversen til 1 nok & konstatere en
invers modulo 2 til et hvilket som helst heltall som ikke er kongruent til 0 modulo 2.

Eksempel 4.8.18. La p veere 3. Siden 1-1 =1 og
1=1 (mod 3),
er 1! = 1 modulo 3. Siden 2-2 =4 og
4=1 (mod 3),

er 271 = 2 modulo 3. Ut ifra Proposisjon er inversene til 1 og 2 nok a konstatere
en invers modulo 3 til et hvilket som helst heltall som ikke er kongruent til 0 modulo 3.

Eksempel 4.8.19. La p vaere 5. Ut ifra Proposisjon er inversene til de naturlige
tallene 1, 2, 3, og 4 nok a konstatere en invers modulo 5 til et hvilket som helst heltall
som ikke er kongruent til 0 modulo 5. Disse inversene vises i tabellene.

Naturlig tall Invers modulo 5

1 1

2 3
3 2
4 4
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For eksempel er 4~' = 4 modulo 5, siden 4 -4 = 16 og
16 =1 (mod b).

Eksempel 4.8.20. La p veere 7. Ut ifra Proposisjon [4.8.8] er inversene til de naturlige
tallene 1, 2, ..., 6 nok a konstatere en invers modulo 7 til et hvilket som helst heltall
som ikke er kongruent til 0 modulo 7. Disse inversene vises i tabellene.

Naturlig tall Invers modulo 7

Sy T W N =
Sy W N U =

For eksempel er 271 = 4 modulo 7, siden 2-4 = 8 og
8=1 (mod7).

Eksempel 4.8.21. La p veere 11. Ut ifra Proposisjon [4.8.8| er inversene til de naturlige
tallene 1, 2, ..., 10 nok & konstatere en invers modulo 7 til et hvilket som helst heltall
som ikke er kongruent til 0 modulo 11. Disse inversene vises i tabellene.

Naturlig tall Invers modulo 11

—_

© 00 J O U i W N~
L J 0N © Wk O

—_
@)
—_
@)

For eksempel er 77! = 8 modulo 11, siden 7 - 8 = 56 og

56 =1 (mod 11).
Proposisjon 4.8.22. La p veere et primtall. Daer (p—1)"! =p — 1.
Bevis. Siden p — 1= —1 (mod p), folger det fra Proposisjon at

p=1-(p-1)=(=1)-(=1) (modp).
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Dermed er
(p—1)-(p—1)=1 (modp).

Eksempel 4.8.23. Proposisjon [4.8.22| fastlar at 127! = 12 modulo 13. Siden
1212 =144

og
144=1 (mod 13),

er dette riktignok sant.
Eksempel 4.8.24. Proposisjon [4.8.22| fastlar at 16! = 16 modulo 17. Siden
16 - 16 = 256

og
256 =1 (mod 17),

er dette riktignok sant.
Merknad 4.8.25. La p veere et primtall. La a veere et heltall slik at det ikke er sant at
a=0 (mod p).

Ut ifra Proposisjon er det da ikke sant at p | a. Fra Korollar fglger det at
sfd(a,p) = 1.

Korollar gir oss derfor en tilnsermingsmetode for & finne a~* modulo p. Ved &
benytte algoritmen i Merknad far vi heltall u og v slik at 1 = au+ vp. Da fastslar
Korollar |3.4.39|at * = u er en lgsning til kongruensen

ar =1 (mod p).
Eksempel 4.8.26. Ved a benytte algoritmen i Merknad far vi at
1=9-17 + (—8) - 19.
Da fastslar Korollar at x = 9 er en lgsning til kongruensen
172 =1 (mod 19),
altsa at 17~ = 9 modulo 19.
Eksempel 4.8.27. Ved a benytte algoritmen i Merknad far vi at
1= (-10)-26+9-29.
Da fastslar Korollar at x = —10 er en lgsning til kongruensen
26x =1 (mod 29),
altsa at —10 er en invers til 26 modulo 29. Siden
—10=19 mod 29,
konkluderer vi at 26! = 19 modulo 29.
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Proposisjon 4.8.28. La p veere et primtall. La x, y, og z veere heltall slik at
rz=yz (mod p).

Anta at det ikke er sant at
z=0 (mod p).
Da er

r=y (mod p).

Bewis. Siden p er et primtall og det ikke er sant at

z=0 (mod p),

fastslar Korollar [4.8.15| at det finnes et heltall 2~ som er en invers til z modulo p.

Dermed er
zz7'=1 (mod p).

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Fra Korollar [3.2.45| og kongruensen

fglger det at
Fra Proposisjon [3.2.24] fglger det at

r=x22

(2) Fra Korollar [3.2.45| og kongruensen

2z7'=1 (mod p)

fglger det at
yzz ' =y (mod p).

(3) Fra Korollar [3.2.45| og kongruensen
xz =yz (mod p),

fglger det at

zzz ! = yzz_l

Fra (1) — (3) og Proposisjon [3.2.33] folger det at

x=y (mod p).

(mod p).
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Eksempel 4.8.29. Vi har:
42=72 (mod 5),

altsa
3:14=8-14 (mod 5).

Proposisjon [4.8.28| fastslar da at
3=8 (mod 5),
som er riktignok sant.

Eksempel 4.8.30. Vi har:
30=96 (mod 11),

altsa
5:-6=16-6 (mod 11).

Proposisjon fastslar da at

5=16 (mod 11),
som er riktignok sant.
Merknad 4.8.31. Siden det ikke er sant at

z=0 (mod p),

er det ikke sant at p | z. Ut ifra Korollar er da sfd(z,p) = 1. Derfor kan Proposisjon
1.8.28] ogsa bevises ved a benytte Proposisjon
4.9 Binomialteoremet modulo et primtall

Merknad 4.9.1. La n veere et naturlig tall. La k& veere et heltall slik at 0 < k < n. Ut

ifra Proposisjon |1.9.29 er (Z) et naturlig tall. Ut ifra Proposisjon er (2) kongruent
modulo n til et heltall r slik at 0 < r < n. Hva er r? Nar n er et primtall, sier fglgende

proposisjon at r er alltid lik 0. Denne observasjonen er veldig nyttig, som vi kommer til
a se.

Proposisjon 4.9.2. La p veere et primtall. La &k veere et heltall slik at 0 < £ < p. Da er

(i) =0 (mod p).

Bevis. Ut ifra definisjonen til (7), er
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Ut ifra definisjonen til p! er dermed

@ K- (p-kl=@-1!p

(i) K- (p— k)

er delelig med p. Siden p er et primtall, fglger det fra Korollar [4.2.19 at ett av folgende

altsa

er sant.

(A) Vi har:

pl(7
L)

(B) Vi har:
p| kL

(C) Vi har:

plp—H)!

Anta forst at (C) er sant. Ut ifra Korollar og definisjonen til (p — k)!, finnes det
da et naturlig tall ¢ slik at p | i og ¢ < p — k. Siden k > 0, er p — k < p. Dermed er
i < p. Siden p | i, folger det imidlertid fra Proposisjon at p <. Det kan ikke veere
sant at bade i < p og p < i. Siden antakelsen at (C) er sant fgrer til denne motsigelsen,
deduserer vi at (C) ikke er sant.

Anta na at (B) er sant. Ut ifra Korollar og definisjonen til k!, finnes det da et
naturlig tall 7 slik at p | i og ¢ < k. Siden k < p, er da i < p. Siden p | i, folger det
imidlertid fra Proposisjon at p < 4. Dermed har vi: p < p. Dette kan ikke veere
sant! Siden antakelsen at (B) er sant fgrer til denne motsigelsen, deduserer vi at (B) ikke
er sant.

Saledes er (A) sant. Ut ifra Proposisjon [3.2.13] er da

@) =0 (mod p).

Eksempel 4.9.3. La p veere 5. Proposisjon fastslar at

<Z> ~0 (mod 5)

for hvert naturlig tall &k slik at & < 5. Tabellen viser (Z) for hvert naturlig tall k slik at
k <5.
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B ()
15
2 10
310
15

Det er riktignok sant at hvert naturlig tall i den andre kolonnen er kongruent til 0 modulo
5.

Eksempel 4.9.4. La p veere 7. Proposisjon fastslar at

(Z) ~0 (mod 7)

for hvert naturlig tall & slik at & < 7. Tabellen viser (2) for hvert naturlig tall k slik at
k <5.

S U W N~ 3
(Y]
ot

Det er riktignok sant at hvert naturlig tall i den andre kolonnen er kongruent til 0 modulo
7.

Merknad 4.9.5. Proposisjon [4.9.2] er ikke ngdvendigvis sant om vi ikke antar at p er
et primtall. For eksempel er (3) = 2, og det er ikke sant at 2 =0 (mod 4).

Proposisjon 4.9.6. La p vaere et primtall. La x og y vaere heltall. Da er
(x+yP =2 +y? (mod p).
Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjon [1.9.30| er
(@+y) =) (szp_zyz-

(2) Ut ifra Proposisjon er (f) =0 (mod p)nar 1 <i¢<p-—1.
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(3) Det folger fra (2) og Korollar [3.2.45| at
(I;> Pyt = () (mod p)
nar 1 <i <n.
(4) Det folger fra (3), Proposisjon [3.2.36} og Proposisjon |3.2.16| at
p . .
Z (p) Pyt = 2P + ¢y (mod p).
im0 \'
Fra (1) og (4) konkluderer vi at

(x+yP =2P+y” (mod p).

Eksempel 4.9.7. La p vaere 2. Da fastslar Proposisjon [£.9.6] at
(3+8)?=3%+8% (mod 2).

Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vi har:
(3+8)?2=112=121
0g
121=1 (mod 2).
(2) Vi har:
3°+8=9+64="73
og
73=1 (mod 2).
Dermed er

121 =73 (mod 2),
altsa Proposisjon [4.9.6] riktignok stemmer.
Eksempel 4.9.8. La p vaere 3. Da fastslar Proposisjon at
(6+2)2=6%+2% (mod 3).
Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vi har:
(6 +2)% =8 =512

og
512=2 (mod 3).
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(2) Vi har:
63 + 23 =216 + 8 = 224
og
224 =2 (mod 3).
Dermed er

512 =224 (mod 2),
altsa Proposisjon riktignok stemmer.

Merknad 4.9.9. Proposisjon [4.9.6|er binomialteoremet i aritmetikk modulo et primtall.
Det har blitt mye enklere! Alle de elevene i arenes lgp som har gjort feilen at (z + )% =
22 + y? hadde hatt det riktig om de hadde sagt at de jobber modulo 2!

Proposisjon[4.9.6]er sveert nyttig. Vi kommer ummidelbart til & benytte oss av det for &
bevise Proposisjon [4.10.1] som er sveert viktig: vi skal benytte oss av denne proposisjonen
igjen og igjen.

4.10 Fermats lille teorem
Proposisjon 4.10.1. La p vaere et primtall. La = veere et heltall slik at > 0. Da er

2P =2 (mod p).

Bewis. Siden 0P = 0 (mod p), er proposisjonen sann nar x = 0. Anta at proposisjonen
har blitt bevist nar £ = m, hvor m er et gitt heltall slik at m > 0. Ut ifra Proposisjon
er

(m+1)P=mP +17 (mod p),

altsa
(m+1)P=mP+1 (mod p).

Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar x = m, er
mP =m (mod p).

Da fglger det fra Korollar og Proposisjon at

(m+1)’=m+1 (mod p).

Dermed er proposisjonen sann nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at proposisjonen er sann for et hvilket som helst naturlig
tall z. O

Eksempel 4.10.2. Proposisjon fastslar at
92=9 (mod 2).

Vi gjor folgende observasjoner.
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(1) Vi har: 92 = 81, og
81=1 (mod 2).

(2) Vi har:
9=1 (mod 2).

Dermed er utsagnet riktignok sant.

Eksempel 4.10.3. Proposisjon [£.10.1] fastslar at
43=4 (mod 3).

Vi gjor felgende observasjoner.

(1) Vi har: 43 = 64 og
64=1 (mod 3).

(2) Vi har:
4=1 (mod 3).

Dermed er utsagnet riktignok sant.
Eksempel 4.10.4. Proposisjon fastslar at
3°=3 (mod5).
Siden 3% = 243 og 243 = 3 (mod 5), er dette riktignok sant.
Korollar 4.10.5. La p veere et primtall. La = veaere et heltall. Da er
2 =2z (mod p).
Bevis. Ett av fglgende er sant:
(A) = >0;
(B) z <0.

Anta forst at (A) er sant. Da folger korollaret umiddelbart fra Proposisjon [4.10.1
Anta istedenfor at (B) er sant. Ut ifra Korollar [2.2.11| er ett av fglgende sant.

(IT) p er et oddetall.
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Anta forst at (I) er sant. Ut ifra Proposisjon er da enten
—z=0 (mod 2)

eller
—z=1 (mod 2).

Anta forst at
—z=0 (mod 2).

Ut ifra Proposisjon [3.2.48| er da (—z)? =0 (mod 2). Dermed er
(—z)? = —z (mod 2).

Anta istedenfor at
—z=1 (mod 2).

Ut ifra Proposisjon [3.2.48| er da (—z)? =1 (mod 2). Dermed er
(—z)? = -z (mod 2).

Saledes er korollaret sant nar (I) stemmer.
Anta na at (II) er sant. Da er —z > 0. Ut ifra Proposisjon [4.10.1| er da

(—z)P = —z (mod p).
Siden p er et oddetall, er (—1)? = —1. Dermed er (—x)? = —zP. Siden
(—z)? = —z (mod p),

folger det at
—2P = —z (mod p).

Ut ifra Korollar [3.2.45| folger det at
(1) —a? = (=1)- =z (mod p),

altsa at
2P =z (mod p).

Saledes er korollaret sant nar (II) stemmer.

Eksempel 4.10.6. Proposisjon [4.10.1] fastslar at
(-=7)*= -7 (mod 2).
Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vi har: (—=7)% = 49, og
49=1 (mod 2).
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(2) Vi har:
—7=1 (mod 2).
Dermed er utsagnet riktignok sant.
Eksempel 4.10.7. Proposisjon fastslar at
(=5)> = =5 (mod 3).
Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vi har: (=5)% = —125 og
—125=1 (mod 3).

(2) Vi har:
—5=1 (mod 3).

Dermed er utsagnet riktignok sant.
Korollar 4.10.8. La p veere et primtall. La x veere et heltall slik at det ikke er sant at
z=0 (mod p).

Da er
71 =1 (mod p).

Bewvis. Ut ifra Korollar {.10.5] er
2 =z (mod p).

Siden det ikke er sant at

x=0 (mod p),
fglger det fra Proposisjon [4.8.28| at
2oz l=2z-271 (mod p),

altsa at
P71=1 (mod p).

O
Terminologi 4.10.9. Bade Korollar[£.10.5|og Korollar [£.10.8 kalles Fermats lille teorem.

Merknad 4.10.10. Flere andre bevis for Korollar kan gis. Disse bevisene er
typisk av kombinatorisk art: vi finner to forskjellige mater & navngi heltallene r slik at
0 <r < p—1. Slike «telleargumentenes er ikke enkle & uttrykke rigorgst kun ved hjelp
av de begrepene vi utforsker i dette kurset.

Hvis vi fgrst hadde gitt et bevis for Korollar kunne vi ha dedusert at Korollar
[4.10.5] er sant ved & gange begge sidene av kongruensen

P 1=1 (mod p)

med z.
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Eksempel 4.10.11. Korollar [4.10.8] fastslar at
4*=1 (mod 5).

Siden 4* = 256 og
256 =1 (mod 5),

er dette riktignok sant.
Eksempel 4.10.12. Korollar fastslar at
26=1 (mod 7).

Siden 25 = 64 og
64=1 (mod7),

er dette riktignok sant.

Merknad 4.10.13. En formodning som ikke ble besvart i flere hundrear var at den
motsatte til Korollar [£.10.8 stemmer: dersom det finnes et heltall z slik at

2" =1 (mod n),

er n et primtall. Denne formodningen er faktisk gal! La oss se pa at moteksempel.
La x veere 2, og la n vaere 341. Vi har: 219 = 1024. Siden 1023 = 3 - 341, er

341 | 1023.

Derfor er
1024 =1 (mod 341),

altsa
210 =1 (mod 341).

Ut ifra Proposisjon [3.2.48] er da
(210)34 =13 (mod 341),

altsa
2390 =1 (mod 341).

Imidlertid er 341 = 11 - 31, det vil si er 341 ikke et primtall.
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4.11 Eksempler pa bevis hvor Fermats lille teorem benyttes

Proposisjon 4.11.1. Det naturlige tallet 7' 4 1 er delelig med 17.

Bewis. Vi har:
104 =6-16 + 8.

Dermed er
7104 _ 76:16+48 _ £6:16 8 _ (716)6 78

Siden 17 er et primtall, folger det fra Korollar at
7% =1 (mod 17).
Ut ifra Proposisjon er da
(7')° =15 (mod 17),

altsa
(716)6 =1 (mod 17).

Siden 49 + 2 = 51, og 17| 51, har vi i tillegg:
72 =-2 (mod 17).
Ut ifra Proposisjon [3.2.48| er da

() = (=2)*  (mod 17),

altsa

7®=16 (mod 17).
Siden

16 =—-1 (mod 17),
er dermed

7 =-1 (mod 17).
Det fglger fra Proposisjon [3.2.42] at
(7). 78 =1.(=1) (mod 17),

altsa at
7= _1  (mod 17).

Saledes er 7194 4+ 1 delelig med 17.
O

Merknad 4.11.2. Fglgende proposisjon behgves i lgpet av vart neste eksempel pa et
bevis hvor Fermats lille teorem benyttes. Proposisjonen er viktig i seg selv.
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Proposisjon 4.11.3. La z og r veere heltall. La m og n vere heltall. Anta at m # 0,
n # 0, og sfd(m,n) = 1. Anta at

x=r (modm)

og at
r=r (modn).

Da er

x=r (modmn).

Bevis. Vi gjor fglgende observasjoner.

(1) Siden
x=r (modm),
har vi:
m|x—r.
(2) Siden
x=r (modn),
har vi:

n|x—r.
Siden sfd(m,n) = 1, folger det fra Proposisjon [2.8.17|at mn | x — r. Dermed er

n=r (mod pq).

Eksempel 4.11.4. Vi har:
49=1 (mod 3)

og
49=1 (mod 4).

Siden sfd(3,4) = 1, fastlsar Proposisjon |4.11.3| at
49=1 (mod 3-4),

altsa
49=1 (mod 12).

Dette er riktignok sant.
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Eksempel 4.11.5. Vi har:
890=5 (mod7)

og
89=5 (mod 6).

Siden sfd(7,6) = 1, fastlsar Proposisjon |4.11.3| at
890=5 (mod 7-6),

altsa
890=5 (mod 42).

Dette er riktignok sant.
Korollar 4.11.6. La x og r veere heltall. La p og ¢ veere et primtall slik at p # ¢q. Anta

at

x=r (mod p)
og at

x=r (mod q).
Da er

x=r (mod pq).

Bevis. Siden ¢ er et primtall, er 1 og g de eneste divisorene til ¢. Siden p # ¢, fglger
det at g ikke er delelig med p. Det folger fra Korollar at sfd(p,q) = 1. Da folger
korollaret umiddelbart fra Proposisjon O

Eksempel 4.11.7. Vi har:
32=2 (mod 3)

0g
32=2 (mod 5).

Korollar 4116l fastslar at
32=2 (mod 3-5),

altsa
32=2 (mod 15).

Dette er riktignok sant.

Eksempel 4.11.8. Vi har:
237=6 (mod 11)

og
237=6 (mod 7).

Korollar [L.11.6] fastslar at
237=6 (mod 7-11),

altsa
237=6 (mod 77).

Dette er riktignok sant.
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Merknad 4.11.9. Utsagnet i Proposisjon [4.11.3| er ikke ngdvendigvis sant om vi ikke
antar at p er et primtall. La for eksempel p vaere 4, og la ¢ veere 6. Vi har:

14=2 (mod 4)

og
14=2 (mod 6).

Imidlertid er det ikke sant at
14=2 (mod 24).

Utsagnet i Proposisjon [4.11.3|er heller ikke ngdvendigvis sant om p | ¢. La for eksempel
p veere 3, og la g veere 6. Vi har:

8=2 (mod 3)

0og
8=2 (mod 6).

Imidlertid er det ikke sant at
8 =3 (mod 18).

Proposisjon 4.11.10. La x veere et heltall. Anta at sfd(z, 30) = 1. Da er * 459 delelig
med 60.

Beuvis. Siden sfd(x,30) = 1, er x ikke delelig med 2, 3, eller 5. Da fastslar Korollar |4.10.8
at alle de tre fglgende utsagnene er sanne:

(A) z=1 (mod 2);
(B) 22 =1 (mod 3);
(C) z* =1 (mod 5).
Det folger fra (A) og Korollar at enten

z=1 (mod 4)
eller

x=3 (mod 4).
Hvis

z=1 (mod4),

fglger det fra Proposisjon [3.2.48]| at

altsa at
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Hvis

x=3 (mod4),
fglger det fra Proposisjon at

altsa at

Siden

folger det fra Proposisjon [3.2.33] at

Da folger det fra Proposisjon [3.2.48] at
(x2)2 =12 (mod 4),

altsa at
z* =1 (mod 4).

Saledes er
z*=1 (mod 4)

bade om
x=1 (mod 4)

og om
x=3 (mod4),

altsa i begge de mulige tilfellene.
I tillegg folger det fra (B) og Proposisjon |3.2.48| at

(x2)2 =12 (mod 3),

altsa at
z* =1 (mod 3).

Dermed er folgende sanne.
(1) 2* =1 (mod 4);
(2) z* =1 (mod 3);

(3) * =1 (mod 5).
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Ved a la p veere 3 og ¢ veere 4, fplger det fra (1), (2), og Proposisjon [4.11.3| at
z*=1 (mod 3-4),

altsa at
z*=1 (mod 12).

Ved & la p veere 5 og q veere 12, folger det fra denne kongruensen, (3), og Proposisjon
4. 11.0l at

z* =1 (mod 5-12),

altsa at
z*=1 (mod 60).

Da folger det fra Korollar [3.2.39| at
4 _
z*+59=1+4+59 (mod 60),

altsa at
2z =60 (mod 60).

Siden
60 =0 (mod 60),

folger det fra Proposisjon at
2 +59=0 (mod 60).
Fra Proposisjon konkluderer vi at
z* + 59

er delelig med 60.

Eksempel 4.11.11. Proposisjon fastslar at

7+ 59
er delelig med 60. Siden 74 4 59 = 2460 og 2460 = 41 - 60 er dette riktignok sant.
Eksempel 4.11.12. Proposisjon [{.11.10] fastslar at

11* + 59

er delelig med 60. Siden 11* + 59 = 14700 og 14700 = 245 - 60 er dette riktignok sant.
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Proposisjon 4.11.13. La p veere et primtall. La a veere et heltall slik at det ikke er
sant at
a=0 (mod p).

Da er
r=da""%¢

en lgsning til kongruensen
ar =c¢ (mod p).

Enhver annen lgsning til denne kongruensen er kongruent til  modulo p.

Bevis. Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),
folger det fra Korollar at
a?1=1 (mod p).

Ut ifra Korollar B.2.47] er da
Siden

deduserer vi at
a-(a’2c) =c (mod p).

Med andre ord er = a?~2c en lgsning til kongruensen
ax =c (mod p).
Siden det ikke er sant at
a=0 (mod p),

er det ikke sant at p | a. Siden p er et primtall, folger det fra Korollar at sfd(a,p) = 1.
Ut ifra Korollar [3.4.39] Proposisjon [3.2.33], og Proposisjon [3.2.24] er da en hvilken som

helst lgsning x til kongruensen
ar =0 (mod p)
kongruent modulo p til aP?~?c. O

Eksempel 4.11.14. Proposisjon4.11.13|fastslar at = 32-2, altsa = 54, er en lgsning
til kongruensen
3r =2 (mod 5).

Siden
162=2 (mod 5),

er dette riktignok sant.
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Eksempel 4.11.15. Proposisjon [4.11.13| fastslar at = 2° - 5, altsa = = 160, er en
lgsning til kongruensen
2r =5 (mod 7).

Siden
320=5 (mod 7),

er dette riktignok sant.

4.12 Orden modulo et primtall

Definisjon 4.12.1. La p veere et primtall. La x veere et heltall slik at det ikke er sant
at
x=0 (mod p).

Et naturlig tall ¢ er ordenen til a modulo p dersom t er det minste naturlige tallet slik
at:

(1) o' =1 (mod p);
(2) 0<t<p.
Merknad 4.12.2. La x veere et heltall slik at det ikke er sant at
z=0 (mod p).

Ut ifra Korollar L.10.8 er
P71 =1 (mod p).

Derfor har « en orden, og denne ordenen er mindre enn eller likt p — 1.

Merknad 4.12.3. For a finne ordenen til et heltall z modulo et primtall p, kan vi ga
gjennom heltallene z, 2, 23, ..., P~1. Den fgrste potensen i slik at

=1 (mod p)
er ordenen til z modulo p.

Notasjon 4.12.4. La p veere et primtall. La x veere et heltall slik at det ikke er sant at
x =0 (mod p). Vi betegner ordenen til z modulo p som ord,, (z).

Eksempel 4.12.5. Siden 1' = 1, er ordenen til 1 lik 1 for et hvilket som helst primtall
p.

Eksempel 4.12.6. For & finne ordenen til 2 modulo 3, gjor vi folgende. Kongruensen i
den andre raden er modulo 3.

i 2
1 2
2 4=1
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Dermed er ordenen til 2 modulo 3 lik 2.
Saledes har vi fglgende ordener modulo 3.

2 Ordenen til £ modulo 3

1 1
2 2

Eksempel 4.12.7. Alle kongruenser i dette eksempelet er modulo 5. For & finne ordenen
til 2 modulo 5, gjgr vi fglgende.

2i

2

4

8§=3
24=92.22=4.4=16=1

~.

S R

Dermed er ordenen til 2 modulo 5 lik 4.
For & finne ordenen til 3 modulo 5, gjgr vi felgende.

3i

3

9=4
33=32.31=4.3=12=2
3t=33.31=2.3=6=1

~.

W N =

Dermed er ordenen til 3 modulo 5 lik 4.
For & finne ordenen til 4 modulo 5, gjgr vi felgende.

i 4
1 4
2 16=1

Dermed er ordenen til 4 modulo 5 lik 2.
Saledes har vi fglgende ordener modulo 5.

z Ordenen til £ modulo 5
1 1
2 4
3 4
4 2
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Merknad 4.12.8. Utregningene i Eksempel [4.12.7] er ikke de eneste mulige. For a vise
at

2'=1 (mod 5),
kan vi ogsa for eksempel regne som folger:
29=23.21=3.2=6=1 (mod 5).

Alternativt fglger det fra Korollar 4.10.8
Det samme gjelder i neste eksempel.

Eksempel 4.12.9. Alle kongruenser i dette eksempelet er modulo 7. For a finne ordenen
til 2 modulo 7, gjor vi fglgende.

~
\]
.

W N =
O = N
11l
—

Dermed er ordenen til 2 modulo 7 lik 3.
For a finne ordenen til 3 modulo 7, gjor vi felgende.

i 3

1 3

2 9=2

3 33=32.31=2.3=6

4 3*=32.32=2.2=14

5 3$=33.32=6.2=12=5
6 36=3*.32=4.2=8=1

Dermed er ordenen til 4 modulo 7 lik 6.
For a finne ordenen til 4 modulo 7, gjor vi felgende.

i 40

1 4

2 16=2

3 43=42.41=2.4=8=1

Dermed er ordenen til 4 modulo 7 lik 3.
For & finne ordenen til 5 modulo 7, gjor vi felgende.
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i 5

15

2 25=4

3 52=52.51=4.5=20=-1
4 5t=5.51=(-1)-5=-5=2
5 5°=5%.52=(-1)-4=-4=3
6 50=5%.53=(-1)-(-1)=1

Dermed er ordenen til 5 modulo 7 lik 6.
For & finne ordenen til 6 modulo 7, gjor vi folgende.

i 6
1 6
2 36=1

Dermed er ordenen til 6 modulo 7 lik 2.
Saledes har vi fglgende ordener modulo 7.

Ordenen til z modulo 7

O T W N8R
N OSWoO W

Proposisjon 4.12.10. La p veere et primtall. La x veaere et heltall slik at x det ikke er
sant at

z=0 (mod p).

La s veere ordenen til z. La ¢ veere et naturlig tall. Da er
z'=1 (mod p)
hvis og bare hvis s | t.

Bevis. Anta fgrst at ' = 1 (mod p). Ut ifra Proposisjon finnes det naturlige tall
k og r slik at t = ks 4+ r. Da er:
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Ut ifra definisjonen til s er
Dermed er

alts
' =2" (mod p).

Ut ifra antakelsen at
=1 (mod p)

og Proposisjon [3.2.24] er da
2" =1 (mod p).

Ut ifra definisjonen til s, er s det minste naturlige tallet slik at °* = 1 (mod p). Siden
0<r<sog
2"=1 (mod p),

folger det at r = 0. Dermed er ¢ = ks. Vi konkluderer at s | ¢.
Anta istedenfor at s | t. Da finnes det et naturlig tall k slik at ¢t = ks. Ut ifra
definisjonen til s, er z° =1 (mod p). Derfor er

(@*) =1%  (mod p),

altsa er
Siden

konkluderer vi at

Eksempel 4.12.11. Siden 2% = 64 og
64=1 (mod7),

fastslar Proposisjon [4.12.10] at ordenen til 2 modulo 7 deler 6. Ut ifra Eksempel |4.12.9
er ordenen til 2 modulo 7 lik 3. Det er riktignok sant at 3 | 6.

Eksempel 4.12.12. Siden 3% = 6561 og
6561 =1 (mod 5),

fastslar Proposisjon [4.12.10] at ordenen til 3 modulo 4 deler 8. Ut ifra Eksempel
er ordenen til 3 modulo 5 lik 4. Det er riktignok sant at 4 | 8.
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4.13 Primitive rgtter modulo et primtall

Definisjon 4.13.1. La p veere et primtall. La = veere et heltall slik at det ikke er sant
at
x=0 (mod p).

Da er x en primitiv rot modulo p dersom ordenen til z modulo p er p — 1.
Eksempel 4.13.2. Siden ordenen til 1 er 2 —1 =1, er 1 en primitiv rot modulo 2.
Eksempel 4.13.3. Ut ifra tabellen pa slutten av Eksempel [£.12.6] har vi fglgende.

z  Primitiv rot modulo 37
1 X
2 v

Eksempel 4.13.4. Ut ifra tabellen pa slutten av Eksempel [£.12.7] har vi fglgende.

Primitiv rot modulo 57

I
x N X

Eksempel 4.13.5. Ut ifra tabellen pa slutten av Eksempel [4.12.9] har vi fglgende.

Primitiv rot modulo 77

S O s W N~ |8
x WX N X X%

Proposisjon 4.13.6. La p vaere et primtall. La x vaere en primitiv rot modulo p. La a
veere et heltall. Da finnes det et heltall 7 slik at 0 < r < p og

T

" =a (mod p).
Bevis. Kommer snart! ]

Merknad 4.13.7. Proposisjon er grunnen for at primitive rotter er viktige. A
kunne uttrykke et hvilket som helst heltall modulo p som en potens av ett heltall er noe
er spesielt med aritmetikk modulo p, og sveert viktig fra et teoretisk synspunkt. Det er
langt fra tilfellet at det finnes et heltall = slik at hvert naturlig tall er likt x opphgyd i
noe. Nar x = 2, far vi for eksempel heltallene 2, 4, 8, 16, ..., men far vi ikke de negative
heltallene, og heller ikke de naturlige tallene 1, 3, 5, 6, 7, 9, .. ..
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4.14 Lagranges teorem
Merknad 4.14.1. Fra skolen kjenner du til at en ligning
az® +bx+c=0

har maksimum to lgsninger. Se Merknad for mer om dette. Kanskje kjenner du
dessuten til noe som er mer generell: en ligning

-1 2
ant” + ap_ 12"+ -4 asx® a1z +ag=0

har maksimum n lgsninger. I denne delen av kapittelet skal vi bevise at det samme er
tilfellet i moduleer aritmetikk: en kongruens

-1 2
anT” + ap_12" "+ -+ ax®+a1x+ag=0

har maksimum 7 lgsninger slik at ikke noe par av disse er kongruent til hverandre modulo
p.

Proposisjon 4.14.2. La m vere et heltall. La n veere et naturlig tall. For hvert heltall
i slik at 0 < i < n, la a; veere et heltall. La x veere et heltall slik at

anx™ + ap 12" 4 asr® a1 +ag =0 (mod m).
Ut ifra Proposisjon finnes det et heltall r slik at:
(1) 0<r<m-—1;
(2) x =r (mod m).

Vi har:
Ayt + ap 1N agr? +ar +ag =0 (mod m).

Beuvis. Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Ut ifra Proposisjon er
' =7r" (mod m)
for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < n.
(2) Det folger fra (1) og Korollar at
a;z’ = a;r' (mod m)
for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < n.

(3) Det folger fra (2) og Korollar [3.2.36| at

ant"™ + ap12" 4 -+ asx® + a1z

= a4 1"+ +aor? 4+ agr (mod m)
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(4) Det folger fra (3) og Korollar [3.2.39| at
an"™ + @12+ -+ asx® + a1z + ag

= a4 an1r" N+ 4 agr® + ar + ag (mod m).
Ut ifra Proposisjon er da
an™ + ap1" 4 4 aor? + arr + ag
= a2+ ap 12" -+ agr? +ajz +ap  (mod m)
Det folger fra (4), antakelsen at
ant"” + ap12" - asr’ +aiz+ap=0 (mod m)
og Proposisjon at

™ + @17 o dagr? +air +ag =0 (mod m).

Eksempel 4.14.3. Det kan regnes ut at
16% +3-16 + 4 = 308

og at 308 =44 - 7, altsa at
308=0 (mod 7).

Dermed er x = 16 en lgsning til kongruensen
2 +324+4=0 (mod7).

Siden
16 =2 (mod 7),

fastslar Proposisjon[.14.2]at = = 2 er ogsa en lgsning til kongruensen. Dette er riktignok
sant.

Eksempel 4.14.4. Det kan regnes ut at
9% +3-97-16-9+2 =830

og at 830 = 166 - 5, altsa at
830=0 (mod 5).

Dermed er x = 9 en Igsning til kongruensen
23 4+ 322 + 162 +2=0 (mod 5).

Siden
9=4 (mod 5),

fastslar Proposisjon [4.14.2]at z = 4 er ogsa en lgsning til kongruensen. Dette er riktignok
sant.
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Lemma 4.14.5. La p veere et primtall. La n veere et naturlig tall. For hvert heltall ¢
slik at 0 < ¢ < n, la a; veere et heltall. La y vaere et heltall. Da finnes det et heltall r og,
for hvert heltall 7 slik at 0 <17 < n — 1, et heltall b;, slik at

anx™ + ap_ 12"+ - 4 a02® + ayz + ag
= (x—y) (bno12™ '+ b2 P+ + oz + bz +bo) + 7

for hvert heltall x.

Bevis. Forst sjekker vi om lemmaet er sant nar n = 1. La by veere aq, og la r veere
a1y + ag. Da er:

(x —y)bo + 7 = ai1(x —y) + (a1y + ao)
=a1T — @y + a1y + ap

= a1x + ag.

Dermed er lemmaet sant nar n = 1.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
Vi gjor folgende observasjoner.

(1) Vi har:
am+1xm+1 + ™ + -+ asx® + a1z + ag

=2x (amﬂxm +amz™ ot agw + al) + ag.

(2) Ut ifra antakelsen at lemmaet er sant nar n = m, finnes det et heltall 7’ og, for
hvert heltall i slik at 0 <14 < m — 1, et heltall ¥, slik at

-1
A1 + @™+ a2+ ag

= (z = y) (V@™ V0™ 2 4 by 4 ) 7

(3) La by veere r’. For hvert heltall i slik at 1 < i < m, la b; veere b, _,. La r veere
yr’ + ag. Da er

(= y) (D™ + by—12™ 4 - box® 4 byw +bo) + 7
= (z —y) (bmz™ + bn—12™ 4 boa? + biz) + (z —y)bo +r
2(z = y) (bpa™ 4 bp13™ 2 4+ box 4+ by) + abg — ybo + 7

=z((z—y bma:m*+bm_1a:m*2+---+b2x+b1)+b0>—yb0+r

(
:x((
(

z( (

T — )(
x—y) (B 2™ b, ox™ R 4+ Vi + b)) —|—7“'> —yr' + (yr' + ao)
T — )(

/
b;nflwmfl+b;7172$m72+-"+b/1x+b6)—i—r’) ¥ ag.

Y
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(4) Det folger fra (2) at

2((@ = 9) (Buor@™ ™+ by 2™ 24 B + ) +17) +ag

=z (am+1xm +amr™ ot agr + al) + ao.

Det folger fra (1), (3), og (4) at

1 2™+ ™ -+ a0z 4+ a1z + ag
=(zr—vy) (bmxm F b2 b 4 by 4 by + bo) + 7.

Dermed er lemmaet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at lemmaet er sant nar n er et hvilket som helst naturlig
tall.
O

Eksempel 4.14.6. La y veere 3. Da fastslar Lemma at det finnes et heltall r og
et heltall by slik at
Nz +8=(x—3)-by+r,

for hvert heltall z. Dette er riktigknok sant, ved & la by veere 11, og r veere 41: det
stemmer at
11z +8=(x—3)-11 +41.

Eksempel 4.14.7. La y veere —7. Lemma fastslar at det finnes et heltall r og
heltall by og by slik at

52° + 2z — 3 = (z — (=7)) (b1z + by) + 1,

altsa at
502 4 2x — 3= (x +7) (byx +bo) + 7,

for hvert heltall x. Dette er riktigknok sant, ved a la by vaere —33, by veere b, og r veere
228: det stemmer at

522 +2x — 3 = (z +7) (5x — 33z) + 228.

Eksempel 4.14.8. La y veere 6. Lemma fastslar at det finnes et heltall r og
heltall by, b1, og bs slik at

23:3—81:2—1-51:—7:(x—6)(b2m2+b1x+bo)—l—r

for hvert heltall z. Dette er riktigknok sant, ved a la by veere 2, by veere 4, by veere 29,
og 1 veere 167: det stemmer at

20 — 82% + 5 — 7 = (v — 6) (227 + 4z + 29) + 167.
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Merknad 4.14.9. Utsagnet i Lemma4.14.5|er: det finnes et heltall r og, for hvert heltall
i slik at 0 < ¢ < n, et heltall b;, slik at

anx™ 4+ an_12"  + -+ avx® + a1z + ag

= (2 —y) (bp12" "+ bp0z" % 4 -+ boa® + by + bo) + 7

for hvert heltall x. Dette er ikke det samme som a si: gitt et heltall , finnes det et heltall

r og, for hvert heltall ¢ slik at 0 < i < n, et heltall b;, slik at denne ligningen stemmer.
Den andre pastanden holder muligheten apen for at heltallet r og heltallene b; varierer

avhengig av x. Heltallet r og heltallene b; i Lemma [4.14.5| varierer ikke avhengig av x.
Gitt et heltall z, er for eksempel

20 +x — 1= (z —1)(2x + 1) + 2.
Ved & la by veere 1, by veere 2, og r veere 2x, far vi med andre ord at
20+ —1=(x—1)(biz+by) + .
Imidlertid varierer da r avhengig av x. Hvis for eksempel x = 1, er r = 2, og vi har:
20 +x—1=(z—1)2z+1)+2.
Hvis z = 2, er r = 4, og vi har:
202 +x—1=(x—1)2z+1) + 4.
Istedenfor kan vi la by veere 1, by veere 2, og r veere 3: da har vi
222 + 2 —1=(z—1)(2z+3) +2.
I dette tilfellet varierer r ikke avhengig av x: uansett hvilket heltall = vi velger, er r = 3.
Merknad 4.14.10. Lemma kan generaliseres. Et uttrkk
anx™ 4 ap_12" 4 -+ agx® + ayx + ao,
hvor a; er et heltall for hvert heltall ¢ slik at 0 <4 < n, og = er en variabel, kalles et po-
lynom. Det finnes en divisjonsalgoritme for polynom som bygger pa divisjonsalgoritmen
for heltall: vi kan dele et polynom med et annet polynom, og far en kvotient som er et
polynom og en rest som er et heltall. Lemma fglger umiddelbart fra dette.
Imidlertid kommer vi ikke til & trenge et annet sted divisjonsalgoritmen for polynom.

Dessuten ma begrepet <« <polynom> defineres formelt, og dette er heller ikke noe vi
kommer et annet sted til & trenge. Derfor skal vi ngye oss med det direkte beviset vi ga

for Lemma [L.14.51
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Proposisjon 4.14.11. La p veaere et primtall. La n veere et naturlig tall. For hvert heltall
1 slik at 0 <7 < n, la a; veere et heltall. Anta at det ikke er sant at
ap, =0 (mod p).

Enten har kongruensen

anx; + an_laz?fl 4+ -+ agx? +a1z;i+ap =0 (mod p)
ingen lgsning, eller s er der et naturlig tall [ slik at [ < n, og heltall x1, x4, ..., a7, slik
at fglgende er sanne.

(I) For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ <1, er
anal +ap_12l -+ aa? + a1z +ap =0 (mod p).
(IT) La z veere et heltall slik at
2"+ ap_12"" P4 F a2l a1z +ap=0 (mod p).
Da finnes det et naturlig tall  slik at ¢ <[ og z = x; (mod p).

Bevis. Fgrst sjekker vi om proposisjonen er sann nar n = 1. La ag og aj veere heltall.
Siden p er et primtall og det ikke er sant at

a1 =0 (mod p),
fglger det fra Proposisjon at det finnes et heltall x slik at fglgende er sanne.
(1) Vihar: a1z = —ag (mod p).
(2) La y veere et heltall slik at a1y = —ag (mod p). Da er z =y (mod p).
Det folger fra (1) og Korollar at
a1z +ap =0 (mod p).

Saledes er proposisjonen sann nar n =1, ved ala [ =1 og 1 = x.
Anta na at proposisjonen har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall.
For hvert heltall ¢ slik at 0 <¢ < m + 1, la a; veere et heltall. Hvis kongruensen

1 2™ ™+ asx® +arz+ag=0 (mod p)
har ingen lgsning, er proposisjonen sann. Ellers finnes det et heltall y slik at
A1y apy™ + -+ aoy? +ay +ap =0 (mod p).

Ut ifra Lemmal4.14.5|finnes det et heltall r og, for hvert naturlig tall ¢ slik at 0 < ¢ < m,
et heltall b;, slik at

1 2™+ ™ -+ asx® 4+ a1z + ag

=(z—y) (bpa™ + bn_12™ 4 boa® + by + bo) +r
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for hvert heltall x. Ved a la x = y, far vi:
m+1 m 2 _
Am+1Y +any” + -+ ay” +ay tag =1

Siden
am+1ym+1 +amy™ 4+ -+ a2y2 +a1y+ap=0 (mod p),

fglger det at
r=0 (mod p).

Ut ifra Korollar [3.2.39 er dermed

am+1xm+1 + ™ + - -+ asx® + a1z + ag

=(z—vy) (bmmm + b1 4 by 4 by + bo) (mod p)

for hvert heltall .
Anta fgrst at kongruensen

b ™ + byy12™ L 4+ by + by + by =0 (mod p)

har ingen lgsning. Da er proposisjonen sann nar n = m+ 1, ved a la [ veere 1 og x1 veaere

Y.
Anta istedenfor at kongruensen

by ™ + by 1™ 4+ b + bz + by =0 (mod p)
har minst én lgsning. Siden det ikke er sant at
am+1 =0 (mod p),

er det ikke sant at
by, =0 (mod p).

Ut ifra antakelsen at proposisjonen er sann nar n = m, finnes det derfor et naturlig tall
I' og, for hvert naturlig tall 7 slik at 4 < I, et heltall y;, slik at fglgende er sanne.

(A) For hvert naturlig tall ¢ slik at i <1', er

Yoy +bayi+bo =0 (mod p).

;" + b1y
(B) La z veere et heltall slik at
b 2™ 4 by 12" o be2? 4 bz + b =0 (mod p).
Da finnes det et naturlig tall i slik at ¢ <1’ og z = y; (mod p).

La da [ veere I’ + 1. For hvert naturlig tall 4 slik at ¢ < 1’, la x; veere y;. La x; veere y. Vi
gjor fglgende observasjoner.
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(1) Det folger fra (A) og Korollar [3.2.45| at, for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < ', er
(Wi — y) (Omt)" + b1y 4+ oyl + by +bo) = (2 —y) -0 (mod p),

altsa

1

(yi —v) (bmyzn +bmory 4+ bgy? + bry; + bo) =0 (mod p).

Dermed er
(i —y) (bmxln + bm,lxlm_l 4+ ng? + bz + bo) =0 (mod p)
for hvert naturlig tall 4 slik at ¢ < — 1. Siden

am_i_lq:lerl + amx™ + -+ agr? + ayz; + ag
= (z;—y) (bmﬂ:;ﬂ + bm,l:p?%l + -+ bza?? + bix; + bo) (mod p),

fglger det fra Korollar [3.2.33] at
A1 @ 4 aga? +a1wi +ag =0 (mod p)
for hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ <[ — 1.

(2) Siden
A1y + amy™ + -+ agy® + a1y +ap =0 (mod p),

er
amﬂx;nﬂ +apzt + -+ azx% + a1+ a9 =0 (mod p).

For hvert naturlig tall 4 slik at ¢ <[, er saledes
ameZmH +amalt + -+ agx% +a1z; +ap =0 (mod p).

Dermed er (I) sant.
La na z veere et heltall slik at

12" Fam2™ 4+t as Faz+ag=0 (mod p).
Siden

a1 2™ @ 2™+ -+ ag2® + a1z + ag

=(z—v) (bmzm bp12™ 4 bp2 b2+ bg)

er da
(z—v) (bmzm d b1z by 4 b+ bo) =0 (mod p).

Anta at det ikke er sant at
z=y (mod p).
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Ut ifra Korollar [3.2.39 er det da ikke sant at
z—y=0 (mod p).
Det fglger da fra Proposisjon at
binz™ 4 byp12™ o bez22 4 bz + by =0 (mod p).

Fra denne kongruensen og (B) deduserer vi at det finnes et naturlig tall ¢ slik at i <1
0g
z=y; (mod p),

altsa slik at ¢ <1 —1 og
z=x; (mod p).

Vi har saledes bevist: dersom
U1 2" 4 A 2™ 4 - F a2’ a1z +ap =0 (mod p),
er enten
z=y (mod p),

altsa
z=x; (mod p),

eller sa finnes det et naturlig tall 7 slik at ¢ <1 —1 og
z=ux; (mod p).

Dermed er (II) er sant.
Saledes er proposisjonen sann nar n = m + 1. Ved induksjon konkluderer vi at propo-
sisjonen er sann for et hvilket som helst naturlig tall n.
O

Terminologi 4.14.12. Proposisjon kalles Lagranges teorem.

Merknad 4.14.13. Med andre ord fastslar Proposisjon 4.14.11] at, dersom det ikke er
sant at

a, =0 (mod p),
finnes det maksimum n Igsninger til kongruensen

1

ant™ 4 ap12" V- Fasx’ + ez +ap =0 (mod p)

slik at ikke noe par av disse lgsningene er kongruent til hverandre modulo p, og slik at
enhver annen lgsning er kongruent modulo p til én av disse lgsningene.
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Terminologi 4.14.14. Anta at kongruensen
anx™ + ap_ 12"+ a0z’ + a1z +ag =0 (mod p)

har m lgsninger, hvor m er et heltall slik at 0 < m < n, slik at ikke noe par av disse
m lgsningene er kongruent til hverandre modulo p, og slik at enhver annen lgsning er
kongruent modulo p til én av disse m lgsningene. Da sier vi at kongruensen

At 4+ ap12" V4 asx? +arz +ag =0 (mod p)
har m lgsninger modulo p.

Merknad 4.14.15. Ved a benytte denne terminologien, fastslar Proposisjon [£.14.11] at,
dersom det ikke er sant at
a, =0 (mod p),

finnes det maksimum n lgsninger modulo p til kongruensen
anx™ + ap 12"+ agx® + a1z +ap =0 (mod p).
Eksempel 4.14.16. Proposisjon fastslar at kongruensen
322 +7x—17=0 (mod 5)

har maksimum to Igsninger p. For & vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon
nok & sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 4 er lgsninger.
Vi har folgende. Alle kongruensene er modulo 5.

r =322 +7x—17 Lgsning modulo 57
1 —-13=2 X
2 —-15=0 v
3 —-23=2 X
4 -37=3 X

Saledes har kongruensen
—3224+7x—17=0 (mod 5)
én lgsning modulo 5.
Eksempel 4.14.17. Proposisjon fastslar at kongruensen
222 4+3x+5=0 (mod 7)

har maksimum to Igsninger. For a vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon
4.14.2] nok a sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 6 er lgsninger. Vi har fglgende. Alle
kongruensene er modulo 7.
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222 4+ 3z +5 Lgsning modulo 77

x
1 10=3 X
2 19=5 X
3 32=14 X
4 49=0 v
5 70=0 v
6 95=4 X

Saledes har kongruensen
222 +3x+5=0 (mod 7)

to lgsninger modulo 7.
Eksempel 4.14.18. Proposisjon [4.14.11] fastslar at kongruensen
5224+ 7r+6=0 (mod 13)

har maksimum to lgsninger. For & vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon[4.14.2
nok a sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 12 er lgsninger.
Vi har folgende. Alle kongruensene er modulo 13.

r 5x?+4Tr+6 Lgsning modulo 137
1 18=5 X
2 40=1 X
3 72=7 X
4 114 =10 X
5 166=10 X
6 228 =7 X
7 300=1 X
8 382=5 X
9 474=6 X
10 576 =4 X
11 688=12 X
12 810=4 X

Saledes har kongruensen
522 +7x4+6=0 (mod 13)

ingen lgsning modulo 13.
Eksempel 4.14.19. Proposisjon fastslar at kongruensen
-2 +24+1=0 (mod11)

har maksimum tre lgsninger. For a vise om dette er sant, er det, ut ifra Proposisjon
4.14.2] nok a sjekke hvilke av heltallene 1, 2, ..., 10 er lgsninger.
Vi har fglgende. Alle kongruensene er modulo 11.
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22 — 2?2+ 2+1 Lgsning modulo 117

x
1 2 X
2 7 X
3 22=0 v
4 53=9 X
) 106 =7 X
6 187 =0 v
7 302=5 X
8 457=6 X
9 658=9 X
10 911 =7 X

Saledes har kongruensen
3 —22+24+1=0 (mod11)
to lgsninger modulo 11.
Merknad 4.14.20. Hvis vi ikke jobber modulo p, og se istedenfor pa ligningen
anx™ 4+ an_12" "+ -+ agx® + a1z + ag = 0,

fgrer akkurat det samme argumentet som i beviset for Proposisjon 4.14.11] til et bevis
for faktumet nevnt i Merknad [4.14.1} at denne ligningen har maksimum n lgsninger.

Merknad 4.14.21. Proposisjon [4.14.11] er ikke ngdvendigvis sann om vi ikke antar at
p er et primtall. La oss se for eksempel pa kongruensen

24+2z—-2=0 (mod 10).

Vi har folgende. Alle kongruensene er modulo 10.

r 2?4+ 2 -2 Lgsning modulo 10?
10 v
2 4 X
3 10=0 v
4 18=8 X
5 28=8 X
6 40=0 v
7 54=4 X
8§ 70=0 v
9 88=8 X

Saledes har kongruensen
22+ —-2=0 (mod 10)

fire lgsninger modulo 10.
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4.15 Wilsons teorem

Merknad 4.15.1. Kanskje ser Lagranges teorem temmelig ungyaktig ut. Det sier ikke
hvor mange lgsninger kongruensen

anl + an127 "+ agx? +ajzi +ag =0 (mod p)
har, og sier ikke hvordan eventuelle lgsninger kan finnes.

Derfor er det lett a tro at Lagranges teorem derfor ikke er sa nyttig. Imidlertid kommer
vi na til & se at Lagranges teorem kan benyttes for a gi et bevis for Proposisjon [£.15.8]
som er bade konkret og eksakt. Beviset for Proposisjon benytter altsa, pa en
interessant mate, et overslag vi far ved a benytte Lagranges teorem som et steg mot a
fastsla at den ngyaktige kongruensen i proposisjonen stemmer.

Fgrst ma vi gjore noen forberedelser.

Lemma 4.15.2. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La x veere et heltall. Det finnes
heltall ag, aq, ..., an_o slik at:

(z—1)(z—=2)-(z—(n—1))
=" V4 a, 02" 2+ a3 P+ + agz® + a1z + ap.
Bevis. Forst sjekker vi om lemmaet er sant nar n = 2. I dette tilfellet er utsagnet at det

finnes et heltall aq slik at
r—1=z—ap.

Ved a la ag veere 1, ser vi at dette riktignok er sant.
Anta na at lemmaet har blitt bevist nar n = m, hvor m er et gitt naturlig tall slik at
m > 2. Saledes har det blitt bevist at det finnes heltall by, by, ..., by,—o slik at:

(@ —1)(x—2)--(z— (m—1)
= 2" by 0@ A by 320 -+ by + bia + b

Da er

(x—=1)(x—2)--(x —m)

~(@=D@=2) (= (m=1)) - (@-m)

= (aszl + byp2x™ 2 by g™ 3 4 -+ box? + by + bo) < (z —m).
Produktet

(xm_l + byyox™ 2 f by 4 o boa? + by + bo) “(z—m)
er likt summen av

T (xm—l + bm72xm_2 + bmeIL‘m_?’ + -+ b2$2 + bll‘ + bo)
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og
—-m (wm_l + bype2x™ 2 f by 4 o box? + by + bo) ,

altsa summen av

(xm + b2z byax™ 2 o £ box® + b2 + boa:)

og
- (mxm_l + Mbpy—22™ 2 4+ Mbyy_32™ 3 + - - 4+ mboa® + mbiz + mbo) .

Denne summen er lik

"4 (b2 +m) 2™ 4 (b3 4 by, _2) 2™ 2 4+ -+ (by + mba) 2%+ (bg + mby) x+mby.
Dermed har vi vist at

(x=1D(x—=2)-(x—m)

= 2™ + (b + m) ™ L+ (b—s + mby_2) 2™ 2 + -« + (by + mby) 22 + (by + mby) = 4+ mby.

La ag vaere mbg. For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < m — 2, la a; veere b;—1 + mb;. La
Am—1 veere by,—o +m. Da er

(r—1)(x—=2)---(x —m)

— M + am_lIm_l + am_me—Q

+ o+ agx® + a1z + ag.

Dermed er lemmaet sant nar n = m + 1.
Ved induksjon konkluderer vi at lemmaet er sant for alle de naturlige tallene n slik at
n > 2.
O

Eksempel 4.15.3. Lemma [4.15.2] fastslar at det finnes heltall ag og a; slik at
(z —1)(z —2) = 2% + a1z + ao.

Dette er riktignok sant:
(x—1)(z—2) =2® -3z +2,

altsa kan vi la ag veere 2 og a1 vaere —3.

Eksempel 4.15.4. Lemma fastslar at det finnes heltall ag, a1, as slik at
(x —1)(z — 2)(z — 3) = 2 + agx? + ay2 + ao.
Dette er riktignok sant:
(x —1)(x —2)(z — 3) = 2® — 62> + 11z — 6,

altsa kan vi la ag veere —6, a1 veere 11, og as veere —6.
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Korollar 4.15.5. La n veere et naturlig tall slik at n > 2. La x veere et heltall. Det
finnes heltall ag, a1, ..., a,_o slik at:

(:U—l)(x—2)---(x—(n—1))—(x"il—l)

= 92" 2+ ap_32" 3 4+ - + a2’ + a1z + ao.
Bevis. Ut ifra Lemma finnes det heltall by, by, ..., b,_1 slik at

(@—1)(@—2)-(z—(n—1))
= 2" 4 b2 4 b3 4 - 4 bya? 4 by + by

Da er

(x—l)(x—Q)---(m—(n—l)) — (m”_l—l)
= (2" + byt P A b3z P o boa® + iz 4+ by) — 2"+ 1
= bn_gx”_2 + bn_gm’n_g + -+ b2$2 +bix + by + 1.

La ag = bg + 1. For hvert naturlig tall ¢ slik at ¢ < n — 2, la a; = b;. Da er

(:U—l)(m—Q)---(ﬂ:—(n—l))—(x”_l—l)

- - 2
= ap_9t" 2 4 ap_32" 2 4+ - + asz® + a1z + ao.

Eksempel 4.15.6. Korollar fastslar at det finnes heltall ag og a; slik at
(x—1)(z—2) — (2% — 1) = a1z + ao.
Dette er riktignok sant:
(z—1)(z—2)— (2 —1) = -3z +3,
altsa kan vi la ag veere —3 og a; veere 3.
Eksempel 4.15.7. Korollar fastslar at det finnes heltall ag, a1, as slik at
(x—1)(x—2)(x—3) — (:U3 -1)= asz? 4+ ayx + ap.
Dette er riktignok sant:
(x —1)(x —2)(x —3) = =622 + 11z — 5,
altsa kan vi la ag veere —6, a1 veere 11, og as veere —5.
Proposisjon 4.15.8. La p veere et primtall. Da er

(p—D!'=-1 (mod p).
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4 Primtall

Bevis. Anta fgrst at p = 2. Vi har:
2-D)—-(-1)=U-(-1)=1+1=2.

Siden 2 | 2, deduserer vi at
(2—1)!=-1 (mod 2).

Dermed er proposisjonen sann i dette tilfellet.
Anta na at p > 2. La x vaere et heltall. Ut ifra Korollar finnes det heltall ay,
ai, ..., ap—2 slik at

(:L'—l)(x—2)-~(x—(p—1)) — (xp_l —1)
= ap,gxp_2 + ap,gzrp_?’ + -+ asx® + a1z + ao.

Anta at det ikke er sant at
a; =0 (mod p)

for alle heltallene 7 slik at 0 < i < p — 2. La da m veere det stgrste heltallet slik at:
(i) 0<m<p-—2

(ii) det ikke er sant at

S
3
Il
o

(mod p).
Da er
(z—1@x—-2)(z—(p—-1) — (2" ' - 1)
= 4™ + @p12™ 4 -+ a0x® + a1z + ag.
For hvert naturlig tall r slik at » < p — 1 er fglgende sanne.
(1) Siden (r —7) =0, er

(x—l)(x—Q)'--(x—(p—l)):0.

(2) Ut ifra Korollar [4.10.8) er

Pl =1 (mod p).

Dermed er
PPl —1=1-1 (mod p),

altsa
Pt —1=0 (mod p).

(3) Det fglger fra (1) og (2) at

(r=1)(r—2)(r—@-1)-(""1-1)=0 (mod p).
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For hvert naturlig tall r slik at » < p — 1, er dermed x = r en Igsning til kongruensen
(z—1)(@x—-2)(z—(p-1)— (21 =1) =0 (mod p),
altsa til kongruensen
amx™ + 1™ 4 agx® + a1z +ag  (mod p).
Saledes har kongruensen
AmZ™ + 1™ 4 -+ a0z + arx + ag (mod p)

minst p — 1 lgsninger.
Siden det ikke er sant at
am =0 (mod p),

folger det pa en annen side fra Proposisjon [£.14.11] at kongruensen
Amx™ + @12+ o+ agz® + a1z + ag (mod p)

har maksimum m Igsninger. Vi har: m < p—2. Dermed har vi en motsigelse: kongruensen
™ + @ 12™ 4 agz® + a1z 4+ ag  (mod p)

kan ikke ha bade minst p — 1 lgsninger og maksimum p — 2 lgsninger.
Vi har saledes bevist at antakelsen at det ikke er sant at

a; =0 (mod p)
for alle heltallene ¢ slik at 0 < ¢ < p — 2 fgrer til en motsigelse. Derfor er
a; =0 (mod p)

for alle heltallene i slik at 0 < i < p— 2.

Det fglger fra Korollar [3.2.45 og Proposisjon [3.2.36] at, for et hvilket som helst heltall
x, er da

(z—1)(z—=2)-(z—(p—1)) — (a:p_l—l)
=0-27240-2"P3+...40-224+0-24+0 (mod p),
altsa
(z-=1D(x—-2)(z—(p-1)) - (:L'p_l—l) =0 (mod p).
La x = 0. Ut ifra den foregaende proposisjonen er

(0—1)(0—2)0'-(07(;071))f(p_l—l)EO (mod p),

altsa
(-1)P7'(1-2---(p—1))+1=0 (mod p).
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4 Primtall

Ut ifra Korollar [3.2.39 er dermed
(-1)P"Yp—1)!'= -1 (mod p).

Ut ifra Proposisjon [4.2.31] finnes det et naturlig tall k slik at p — 1 = 2k. Derfor er

Vi konkluderer at

Terminologi 4.15.9. Proposisjon kalles Wilsons teorem.
Eksempel 4.15.10. Siden 3 er et primtall og 3 > 2, fastslar Proposisjon at
3—1)!=-1 (mod 3).

Siden (3 —1)! =2 =2 og
2=-1 (mod 3),

er dette riktignok sant.
Eksempel 4.15.11. Siden 5 er et primtall og 5 > 2, fastslar Proposisjon at
5-—1)!=-1 (mod 5).

Siden (5 —1)! = 4! =24 og
24=-1 (mod 5),

er dette riktignok sant.
Eksempel 4.15.12. Siden 7 er et primtall og 7 > 2, fastslar Proposisjon at
(7T—1)!'=-1 (mod 7).

Siden (7 —1)! = 6! = 720 og
720= -1 (mod 7),

er dette riktignok sant.

Proposisjon 4.15.13. Det naturlige tallet
2-(26!) 4+ 1
er delelig med 29.

Beuvis. Vi gjor folgende observasjoner.
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4.15 Wilsons teorem

(1) Vihar: 2= (—1) - (—2). Derfor er
2-(26!) = (-1)-(—2) - (26!).

(2) Vi har:
—1=28 (mod 29)

0og
—2 =27 (mod 29).

(3) Det folger fra (2) og Proposisjon [3.2.42] at

(1) (-2) =28 -27 (mod 29).

(4) Det folger fra (3) og Korollar [3.2.45| at
(—1)-(=2) - (26!) = 28 -27-26! (mod 29).
Siden 28 - 27 - (26!) = 28!, er dermed

(—1)-(=2)- (26]) = 28! (mod 29).

(5) Siden 29 er et primtall, fglger det fra Proposisjon 4.15.8 at

28! = —1 (mod 29).

(6) Det folger fra (4), (5), og Proposisjon at
(=1)-(=2)-(26!) = -1 (mod 29).
Det folger fra (1) og (6) at
2.(26!) = —1 (mod 29).
Ut ifra Korollar er da
2-(26))+1=-1+1 (mod 29),

altsa
2.(26) +1=0 (mod 29).
Vi konkluderer at 29 | 2 - (26!) 4 1. O

Merknad 4.15.14. Det er naturlig a se forst pa Wilsons teorem som er artig, men ikke
sa viktig fra et teoretisk synspunkt. Imidlertid kommer til & benytte Wilsons teorem i
lgpet av vart bevis for det dypeste teoremet i kurset, Teorem [5.8.30

75






04 Oppgaver — Primtall

04.1 Oppgaver i eksamens stil

Oppgave 04.1.1. Hvilke naturlige tall z slik at 30 < a < 45 er primtall?
Oppgave 04.1.2. La p vere et primtall slik at p > 2 og p # 5. Gjor fglgende.
(1) Dersom p =7 (mod 10), vis at p?> = —1 (mod 10).
(2) Vis at det ikke er sant at p =4 (mod 10). Tips: Benytt Proposisjon
(3) Vis at enten p? — 1 er delelig med 10 eller p? 4 1 er delelig med 10.
Oppgave 04.1.3. Gjor fglgende.
(1) Skriv ned de forste 10 primtallene p slik at p =5 (mod 6).

(2) La n veere et naturlig tall. Bevis at det er et primtall p slik at p =5 (mod 6) og
p > n. Med andre ord, bevis at det er uendelig mange primtall som er kongruent
til 5 modulo 6. Tips: Se pa 6g — 1, hvor ¢ er produktet av alle primtallene som er
mindre enn eller like n og som er kongruent til 5 modulo 6.

Oppgave 04.1.4. Lgs Oppgave 2 i Oving 4 ved a benytte kongruenser istedenfor a
benytte divisjonsalgoritmen direkte.

Oppgave 04.1.5. Gjor fglgende.

(1) Finn en primtallsfaktorisering til 7623.

(2) Finn en primtallsfaktorisering til 2352.

(3) Benytt (1) og (2) for a finne den storste felles divisoren til 7623 og 2352.
Oppgave 04.1.6. Finn en invers til 6 modulo 13.
Oppgave 04.1.7. Benytt Fermats lille teorem for & vise at 6146 + 2 er delelig med 19.

Oppgave 04.1.8. La = vacre et heltall. Anta at sfd(z,21) = 1. Vis at 82° +55 er delelig
med 63.

Oppgave 04.1.9. Finn uten & benytte Euklids algoritme og uten ga gjennom alle
heltallene 0, 1, ..., 28 en Igsning z til kongruensen

3x =8 (mod 29),

slik at 0 < x < 29. Forklar hvorfor enhver annen Igsning er kongruent modulo 29 til
Igsningen du har funnet.
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04 Oppgaver — Primtall
Oppgave 04.1.10. Skriv ned ordenene modulo 11 til alle de naturlige tallene 1, 2, ...,
10. Hvilke av 1, 2, ..., 10 er primitive rgtter modulo 117

Oppgave O4.1.11. Vis uten a regne ut at 18- (33!) — 3 er delelig med 37.

04.2 Oppgaver for a hjelpe med a forsta kapittelet

Oppgave 04.2.1. Ga gjennom beviset for Teorem nar n = 18. Hva er det minste
primetall stgrre enn 18 som vi far? Tips: 510511 er delelig med 277 og 97, og bade 277
og 97 er primtall.

Oppgave 04.2.2. La p vaere 11. Regn ut de forste ti naturlige tallene i sekvensen
i Definisjon ?7. Ved a benytte svaret ditt pa Oppgave [04.1.10] sjekk om det tiende
naturlige tallet i sekvensen er en primitiv rot modulo 11.
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